Identificação Bietápica dos Parêmetros do Modelo Constitutivo de Derivadas Fraccionárias de Materiais Viscoelásticos by Margarida Vital Dias Fernandes
Identificac¸a˜o bieta´pica dos paraˆmetros do
modelo constitutivo de derivadas fracciona´rias
de materiais viscoela´sticos
Margarida Vital Dias Fernandes
Dissertac¸a˜o do MIEM














<Título do Relatório do Projecto Final/Dissertação>  
<…se aplicável…mencionar a empresa onde decorreu o trabalho  
 (Arial 14 Negrito)>  
 
<Nome do Autor (Times New Roman 12 Itálico>  
 
 
          Projecto Final / Dissertação do MIEM 
Orientador na <Empresa ou Organizaçã >: <Engenhe ro Alfa Beta > (se aplicável)  










Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto  
 Mestrado Integrado em Engenharia Mecânica  
 
 
Mês e ano  
Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto




Nesta dissertac¸a˜o pretende-se investigar o comportamento dinaˆmico de materiais viscoela´s-
ticos integrados em estruturas com tratamentos superficiais, que constitui um meio de controlo
passivo de vibrac¸a˜o de elevada eficieˆncia e com um vasto campo de aplicac¸a˜o. Assim, e´ de-
senvolvido um estudo nume´rico e experimental para a caracterizac¸a˜o das propriedades destes
materiais tendo em conta a sua dependeˆncia com a temperatura e frequeˆncia, atrave´s de uma re-
presentac¸a˜o conveniente do campo de deformac¸o˜es desenvolvido nas camadas dissipativas, bem
como uma revisa˜o teo´rica sobre materiais viscoela´sticos, dando especial relevo a` caracterizac¸a˜o
do mo´dulo complexo e aos diferentes factores que o influenciam.
A modelac¸a˜o espacial da estrutura e´ realizada atrave´s do me´todo de elementos finitos base-
ado na teoria layerwise. O elemento finito desenvolvido e´ verificado numericamente e validado
experimentalmente em termos de func¸o˜es de resposta em frequeˆncia de tipo transmissibilidade
medidas para um conjunto de provetes representativos das configurac¸o˜es de tratamento inte-
grado, nomeadamente, configurac¸o˜es sandwich em vigas do tipo encastrada-livre.
E´ proposto um me´todo inverso de identificac¸a˜o das propriedades de materiais viscoela´sticos
com base na identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo de derivadas fracciona´rias de
quatro paraˆmetros. A representac¸a˜o do mo´dulo complexo e´ realizada atrave´s de um processo
de optimizac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo, com base no ajustamento de func¸o˜es
de resposta em frequeˆncia de tipo transmissibilidade geradas numericamente a partir do ele-
mento finito desenvolvido, e experimentais, medindo-se a resposta numa dada secc¸a˜o da viga e
a excitac¸a˜o passiva aplicada na extremidade encastrada para um conjunto de frequeˆncias dis-
cretas definidas pelo utilizador, situadas nas ressonaˆncias da banda em ana´lise. Os resultados
sa˜o validados atrave´s da correlac¸a˜o entre as func¸o˜es transmissibilidade, obtida a partir de um
indicador de correlac¸a˜o.
E´ levado a cabo um estudo sobre o processo de optimizac¸a˜o implementado e sa˜o desenvol-
vidos diversos algoritmos de identificac¸a˜o com o intuito de eliminar alguns factores que possam
influenciar o processo de identificac¸a˜o tornando, assim, o me´todo de identificac¸a˜o proposto mais
eficiente e robusto. Ainda na perspectiva de melhorar o processo de identificac¸a˜o, e´ desenvol-
vida uma ana´lise de sensibilidades das propriedades de materiais viscoela´sticos para o modelo
de derivadas fracciona´rias de quatro paraˆmetros, atrave´s da definic¸a˜o de sensibilidades baseadas
nas derivadas parciais das propriedades com respeito aos paraˆmetros do modelo constitutivo,
e de um estudo sobre a variac¸a˜o do mo´dulo de ganho, do factor de perda e dos paraˆmetros
do modelo constitutivo durante o processo de identificac¸a˜o. E´ ainda desenvolvida uma ana´lise
multiressonaˆncia e multifunc¸a˜o atrave´s da comparac¸a˜o de func¸o˜es transmissibilidade determi-
nadas em va´rias secc¸o˜es do provete, considerando diferentes ressonaˆncias ao longo da banda de
frequeˆncias em ana´lise.
Os algoritmos desenvolvidos conduziram a uma melhoria significativa na identificac¸a˜o dos
paraˆmetros do modelo constitutivo e, consequentemente, na caracterizac¸a˜o das propriedades de
materiais viscoela´sticos, com resultados consistentes ao longo de toda a banda de frequeˆncias
considerada, permitindo eliminar a influeˆncia de determinados factores no processo de identi-




This dissertation aims to investigate the dynamic behavior of viscoelastic materials integra-
ted into structures with surface treatments, providing a means of high efficiency passive control
of vibration with a wide field of application. Thus, is developed a numerical and experimental
study to characterize the properties of these materials in view of its dependence on temperature
and frequency, through an appropriate representation of the strain field developed in the dissi-
pative layers. A theoretical review on viscoelastic materials is presented, with special emphasis
on characterization of the complex modulus and the various factors influencing it.
The spatial modeling of the structure is performed using the finite element method based
on the multilayer layerwise theory. The finite element developed is verified numerically and
experimentally validated in terms of frequency response functions of type transmissibility mea-
sured for a set of samples representing the integrated treatment settings, namely, the sandwich
configuration of cantilever beams.
The inverse method for identification of the properties of viscoelastic materials proposed is
based on the identification of the fractional-derivative-model parameters given by the fractional-
derivative-model of four parameters. The representation of the complex modulus is performed
through an optimization process of the parameters, by adjusting the frequency response func-
tions of type transmissibility numerically generated through the finite element developed, and
experimentally measured, in which case, the response at a given section of the cantilever beam
and the passive excitation applied to the recessed end are measured for a set of discrete fre-
quencies defined by the user, located within the vicinity of the resonances of the band under
consideration. The results are validated by the correlation between the transmissibility functi-
ons, obtained through a correlation indicator.
A study of the optimization process implemented is carried on, and various identification
algorithms are developed in order to eliminate some factors that may influence the identification
process, thus making the proposed method of identification more efficient and robust. In order
to improve the identification process, it is also developed a sensitivity analysis of the properties
of viscoelastic materials by defining sensitivities based upon the properties partial derivatives
with respect to the model parameters, and a study on the variation of the gain module, the loss
factor and the constitutive model parameters during the identification process. It also developed
a multiresonance and multifunction analysis based on the adjustment of the transmissibility
functions determined in various sections of the sample, considering different resonances along
the frequency band under analysis.
The algorithms developed led to a significant improvement in the identification of the model
parameters and, hence, the characterization of the properties of viscoelastic materials, providing
consistent results throughout the whole frequency band considered, allowing to eliminate the
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[Re] matriz de conectividade
Referenciais
x, z sistema local de coordenadas cartesianas
X,Z sistema global de coordenadas cartesianas
ξ, η sistema natural do elemento finito
Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Os recentes desenvolvimentos na a´rea de engenharia estrutural, derivados pela crescente
necessidade de se concretizarem objectivos cada vez mais exigentes, levaram ao desenvolvimento
de estruturas mais eficientes atrave´s da utilizac¸a˜o de novos materiais mais leves e resistentes, e
pela aplicac¸a˜o de novos processos de produc¸a˜o e montagem.
Muitos dos problemas observados em aplicac¸o˜es estruturais resultam do uso de materiais
leves e r´ıgidos com baixa capacidade de amortecimento, tornando as estruturas fra´geis quando
submetidas a` cont´ınua acc¸a˜o de fontes externas e internas de vibrac¸a˜o. Em certos casos, a
fraca dissipac¸a˜o de energia por parte da estrutura pode conduzir ao seu colapso devido a falhas
por fadiga causadas por carregamentos dinaˆmicos ou por impacto. Assim, as estruturas devem
apresentar uma boa capacidade de dissipac¸a˜o de energia de forma a garantir um per´ıodo razoa´vel
de vida u´til e um n´ıvel de seguranc¸a adequado [1].
A crescente necessidade de se compensar a reduzida capacidade de amortecimento de es-
truturas e equipamentos levou ao desenvolvimento de mecanismos dissipativos adicionais que
podem ser introduzidos em diversas formas, nomeadamente, pela aplicac¸a˜o de elementos vis-
coela´sticos discretos ou cont´ınuos e pela introduc¸a˜o de mecanismos activos auto-controlados
nas estruturas.
1.1 Tratamentos viscoela´sticos
Os materiais viscoela´sticos, embora estruturalmente pouco eficientes, exibem uma capaci-
dade dissipativa de grande eficieˆncia resultante da estrutura molecular que apresentam. De
facto, estes materiais dissipam grandes quantidades de energia de deformac¸a˜o para o exterior
sob a forma de calor e a sua aplicac¸a˜o em tratamentos superficiais ou integrados em estruturas
constru´ıdas a partir de materiais estruturalmente eficientes, como ligas de alumı´nio, ligas de
ac¸o e compo´sitos de carbono, constitui um dos mecanismos passivos de amortecimento mais
eficientes [2].
Um tratamento superficial eficaz resulta da aplicac¸a˜o estrate´gica do material viscoela´stico de
modo a assegurar que a deformac¸a˜o c´ıclica da camada viscoela´stica ocorre durante a vibrac¸a˜o da
estrutura nos modos de interesse, para que seja dissipada a maior quantidade de energia poss´ıvel
durante cada ciclo. Assim, e´ necessa´ria a compreensa˜o dos diferentes estados de deformac¸a˜o
a que um material viscoela´stico e´ sujeito, como tambe´m das suas propriedades, para que seja
feita uma escolha adequada do tratamento superficial a ser aplicado [3].
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1.2 Configurac¸o˜es de tratamento viscoela´stico
A aplicac¸a˜o de tratamentos recorrendo a materiais viscoela´sticos constitui uma soluc¸a˜o sim-
ples e econo´mica de introduc¸a˜o de capacidade adicional de dissipac¸a˜o de energia em estruturas
e equipamentos para uma dada gama de frequeˆncias e temperaturas. Estes tratamentos, que in-
troduzem elevados n´ıveis de amortecimento, permitem o controlo e reduc¸a˜o de efeitos dinaˆmicos,
como elevados n´ıveis de vibrac¸a˜o e ru´ıdo, aumentando o tempo de vida u´til de estruturas sujeitas
a carregamentos c´ıclicos ou de impacto [4].
Os tratamentos viscoela´sticos sa˜o classificados de acordo com a configurac¸a˜o adoptada para
o tratamento, a qual conduz a diferentes tipos de deformac¸a˜o a que o material e´ sujeito. Assim,
nos tratamentos superficiais sem restricc¸a˜o, FLD, o material e´ sujeito a deformac¸o˜es de extensa˜o;
nos tratamentos superficiais com restricc¸a˜o, CLD, e nos tratamentos integrados, ILD, o material
e´ submetido maioritariamente a deformac¸o˜es de corte.
1.2.1 Tratamentos superficiais sem restricc¸a˜o
Os tratamentos superficiais sem restricc¸a˜o sa˜o obtidos atrave´s da deposic¸a˜o de uma camada
de material viscoela´stico sobre a superf´ıcie da estrutura, como se pode ver pela figura 1.1.
Figura 1.1: Tratamento superficial sem restricc¸a˜o [2]
Esta configurac¸a˜o e´ bastante simples e de baixo custo, contudo, uma vez que a camada
viscoela´stica e´ deformada maioritariamente em extensa˜o, e´ necessa´rio a aplicac¸a˜o de camadas
espessas para se obter um n´ıvel de amortecimento adequado a` aplicac¸a˜o. O aumento da espes-
sura permite um aumento da capacidade dissipativa da camada, todavia, o aumento introduzido
na massa e rigidez da estrutura pode na˜o ser compensato´rio.
Assim, a eficieˆncia destes tratamentos e´ condicionada pela espessura da camada viscoela´stica,
variando directamente com a raza˜o entre o mo´dulo de ganho do material viscoela´stico e o mo´dulo
extensional do material da estrutura base sendo, por isso, tratamentos normalmente realizados
com materiais de elevado mo´dulo de ganho.
1.2.2 Tratamentos superficiais com restricc¸a˜o
Os tratamentos superficiais com restricc¸a˜o consistem na aplicac¸a˜o de uma camada de res-
tricc¸a˜o sobre a camada viscoela´stica, como se pode ver na figura 1.2, passando a camada
viscoela´stica a ser deformada por corte.
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Figura 1.2: Tratamento superficial com restricc¸a˜o [4]
O material utilizado para a camada de restricc¸a˜o deve apresentar elevado mo´dulo de Y oung
e a sua principal func¸a˜o e´ a de restringir uma das faces da camada viscoela´stica de modo
a induzir deformac¸a˜o de corte na camada viscoela´stica. Ale´m disso, a camada de restricc¸a˜o
assegura ainda a protecc¸a˜o da camada viscoela´stica.
Este tipo de tratamentos apresenta elevada eficieˆncia. Os materiais viscoela´sticos normal-
mente utilizados apresentam um mo´dulo de ganho relativamente baixo de forma a promover a
sua deformac¸a˜o de corte [2].
1.2.3 Tratamentos integrados
Os tratamentos designados por tratamentos integrados, ILD, consistem na aplicac¸a˜o de uma
camada de material viscoela´stico no nu´cleo de uma estrutura sandwich garantindo que a energia
e´ dissipada por deformac¸a˜o de corte, que se torna bastante elevada devido a` posic¸a˜o particular
do material viscoela´stico sobre o plano neutro da estrutura, resultando em tratamentos de
elevada eficieˆncia. A configurac¸a˜o t´ıpica destes tratamentos e´ apresentada na figura 1.3.
Figura 1.3: Tratamento integrado [4]
Na figura 1.4 e´ apresentada a distribuic¸a˜o da densidade da energia de deformac¸a˜o para
o primeiro modo de vibrac¸a˜o desenvolvida na camada viscoela´stica das treˆs configurac¸o˜es de
tratamento aplicadas sobre uma viga.
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Figura 1.4: Distribuic¸a˜o da densidade de energia de deformac¸a˜o da camada viscoela´stica [5]
Como se pode constatar, o campo de deformac¸o˜es desenvolvido na camada viscoela´stica e´
dependente do tipo de configurac¸a˜o do tratamento viscoela´stico aplicado na estrutura.
1.3 Motivac¸a˜o
A crescente aplicac¸a˜o de materiais viscoela´sticos em estruturas com tratamentos superficiais
tem revelado ser da maior importaˆncia em diversas aplicac¸o˜es para o controlo de vibrac¸o˜es de-
vido ao excelente mecanismo de amortecimento que conferem. Assim, o estudo destes materiais
e a devida compreensa˜o do seu comportamento mecaˆnico requer uma ana´lise cont´ınua das suas
propriedades e da influeˆncia de diversos factores externos na sua caracterizac¸a˜o.
Devido a` ampla aplicabilidade de tratamentos superficiais integrando materiais viscoela´sticos
em va´rios campos da engenharia, teˆm sido desenvolvidos diversos procedimentos experimentais
e estudos teo´ricos sobre estruturas compo´sitas com tratamentos superficiais sujeitas a esforc¸os
dinaˆmicos. O primeiro trabalho de grande relevaˆncia desenvolvido sobre a medic¸a˜o e ca´lculo do
factor de perda em estruturas compo´sitas foi publicado por Oberst, que derivou um conjunto
de equac¸o˜es para tratamentos superficiais sem restricc¸a˜o. Este procedimento e´ aceite como
o me´todo cla´ssico de caracterizac¸a˜o das propriedades de materiais viscoela´sticos, baseado na
medic¸a˜o de func¸o˜es de resposta em frequeˆncia de vigas com determinadas configurac¸o˜es des-
critas na norma ASTM E 756 [6], que permite o estudo de va´rios materiais incluindo metais,
ceraˆmicos, borrachas, pla´sticos e madeiras [7].
O trabalho desenvolvido por diversos autores [8–11] despertou o meu interesse para o desen-
volvimento de te´cnicas que permitissem avaliar o comportamento destes materiais, com base
num estudo mais aprofundado da dependeˆncia do mo´dulo complexo com respeito aos paraˆmetros
do modelo constitutivo utilizado na sua representac¸a˜o, atrave´s do desenvolvimento de mode-
los para identificac¸a˜o das propriedades de materiais viscoela´sticos para uma vasta gama de
frequeˆncias, com base em processos de optimizac¸a˜o mais eficientes que permitissem reproduzir
resultados mais pro´ximos do real comportamento destes materiais.
Kim e Lee [8] propuseram um me´todo de identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitu-
tivo de derivadas fracciona´rias de materiais viscoela´sticos atrave´s de te´cnicas de optimizac¸a˜o
mais eficientes. No me´todo proposto, as func¸o˜es de resposta em frequeˆncia sa˜o medidas a partir
de testes de impacto em vigas encastradas-livres para diferentes temperaturas. As func¸o˜es de
resposta em frequeˆncia sa˜o comparadas a`s geradas numericamente atrave´s do modelo de elemen-
tos finitos, e as propriedades do material sa˜o determinadas utilizando um algoritmo nume´rico
de procura, atrave´s da minimizac¸a˜o do desvio entre as func¸o˜es de resposta em frequeˆncia expe-
rimentais e nume´ricas.
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O me´todo estabelecido e´ definido atrave´s de um processo de optimizac¸a˜o bieta´pico e for-
mulac¸a˜o de uma ana´lise de sensibilidade, utilizados durante o processo iterativo. Numa pri-
meira fase do processo, sa˜o ajustadas as frequeˆncias de ressonaˆncia, atrave´s da minimizac¸a˜o
do quadrado da diferenc¸a entre as frequeˆncias obtidas experimentalmente e as geradas a partir
do modelo nume´rico. Assim, as func¸o˜es de resposta em frequeˆncia experimentais podem ser
aproximadas mais rigorosamente das obtidas numericamente permitindo que a segunda etapa,
definida pela minimizac¸a˜o do quadrado da diferenc¸a entre as FRFs, possa ser iniciada com valo-
res pro´ximos dos reais. A ana´lise de sensibilidade desenvolvida e´ baseada em func¸o˜es gradiente
com respeito aos paraˆmetros do modelo, atrave´s de me´todos de diferenciac¸a˜o directa aplicados
ao sistema de equac¸o˜es discretas. Os paraˆmetros sensibilidade da resposta sa˜o calculados a
partir da sensibilidade da frequeˆncia, factor de perda e do mo´dulo complexo, representado pelo
modelo de derivadas fracciona´rias, permitindo avaliar a influeˆncia dos paraˆmetros do modelo
no processo de identificac¸a˜o.
1.4 Objectivos
O trabalho desenvolvido tem, como principal objectivo, o desenvolvimento do me´todo in-
verso de identificac¸a˜o das propriedades mecaˆnicas de materiais viscoela´sticos baseado num mo-
delo constitutivo de derivadas fracciona´rias, num modelo de elementos finitos e em func¸o˜es de
resposta em frequeˆncia do tipo transmissibilidade.
Para atingir o objectivo principal, sa˜o objectivos parciais desta dissertac¸a˜o:
 Robustecimento do algoritmo de identificac¸a˜o de modo a torna´-lo insens´ıvel a` estima-
tiva dos paraˆmetros e assegurar a identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo
fisicamente consistentes;
 Ana´lise de sensibilidade do mo´dulo de ganho e do factor de perda do material viscoela´stico
aos paraˆmetros do modelo constitutivo;
 Ana´lise de sensibilidade dos paraˆmetros do modelo constitutivo ao processo de optimizac¸a˜o
integrante do me´todo de identificac¸a˜o inversa;
 Incorporac¸a˜o e ana´lise de va´rias bandas de ressonaˆncia e de va´rias func¸o˜es transmissibi-
lidade no processo de identificac¸a˜o.
1.5 Estrutura da dissertac¸a˜o
Esta dissertac¸a˜o estrutura-se em 7 cap´ıtulos, onde no corrente cap´ıtulo se apresenta uma
breve introduc¸a˜o do tema tratado, a motivac¸a˜o que levou ao seu desenvolvimento e sa˜o definidos
os objectivos da dissertac¸a˜o.
No segundo cap´ıtulo, e´ apresentada uma descric¸a˜o dos diferentes aspectos inerentes aos ma-
teriais viscoela´sticos, em particular, a caracterizac¸a˜o das suas propriedades mecaˆnicas com a
frequeˆncia e a temperatura, dando especial relevo ao mo´dulo complexo e a` sua representac¸a˜o
atrave´s de um modelo constitutivo de derivadas fracciona´rias. E´ feita, tambe´m, uma refereˆncia
a me´todos de caracterizac¸a˜o das propriedades mecaˆnicas destes materiais, bem como uma des-
cric¸a˜o dos aspectos mais importantes da norma ASTM E 756-05.
No terceiro cap´ıtulo e´ desenvolvido um me´todo inverso de identificac¸a˜o dos paraˆmetros
do modelo constitutivo, com refereˆncia a diversos aspectos fundamentais do processo de iden-
tificac¸a˜o, bem como uma descric¸a˜o do procedimento experimental realizado e dos provetes
analisados.
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No quarto cap´ıtulo sa˜o desenvolvidos e analisados algoritmos de identificac¸a˜o dos paraˆmetros
do modelo constitutivo baseados em processos bieta´picos, com vista a melhorar a eficieˆncia
do me´todo de identificac¸a˜o, em particular assegurando paraˆmetros fisicamente consistentes e
insensibilidade do me´todo a`s estimativas iniciais dos paraˆmetros. Sa˜o apresentados e discutidos
os resultados obtidos para diferentes variantes estudadas.
No quinto cap´ıtulo e´ realizada uma ana´lise de sensibilidades, na qual sa˜o determinadas as
sensibilidades das propriedades do material viscoela´stico, pretendendo-se analisar a influeˆncia
dos paraˆmetros do modelo constitutivo no mo´dulo de ganho e no factor de perda. Os resultados
obtidos sa˜o apresentados e discutidos.
No sexto cap´ıtulo sa˜o apresentados diversos resultados obtidos na caracterizac¸a˜o das pro-
priedades do material viscoela´stico com base numa ana´lise multiressonaˆncia das func¸o˜es de
transmissibilidade e numa ana´lise multifunc¸a˜o incluindo va´rias func¸o˜es de transmissibilidade
do provete.
A dissertac¸a˜o e´ finalizada com um cap´ıtulo dedicado a` apresentac¸a˜o das concluso˜es retiradas





Os materiais viscoela´sticos empregues em tratamentos de amortecimento sa˜o, na maioria dos
casos, materiais de base polime´rica. Sa˜o materiais constitu´ıdos por longas cadeias moleculares
reticuladas cujas interacc¸o˜es moleculares internas, que ocorrem durante a deformac¸a˜o c´ıclica do
material, resultam na elevada dissipac¸a˜o de energia t´ıpica destes materiais constituindo, assim,
um dos mecanismos mais eficazes de amortecimento.
Embora os materiais viscoela´sticos de base polime´rica apresentem as condic¸o˜es necessa´rias a`
sua aplicac¸a˜o em tratamentos viscoela´sticos, as suas propriedades, nomeadamente o seu mo´dulo
de ganho e factor de perda, apresentam grande dependeˆncia com a temperatura e frequeˆncia,
existindo um relac¸a˜o bem definida entre a distribuic¸a˜o do mo´dulo de ganho, que traduz a
capacidade de armazenamento e restituic¸a˜o de energia de deformac¸a˜o, e do factor de perda, que
representa a sua capacidade de dissipac¸a˜o de energia.
A maioria dos materiais viscoela´sticos sa˜o considerados homoge´neos, uma vez que as suas
propriedades sa˜o ideˆnticas em todo o volume de uma amostra, e isotro´picos, isto e´, as suas
propriedades sa˜o ideˆnticas em qualquer direcc¸a˜o.
2.2 Ciclo de histerese para materiais viscoela´sticos
Quando um material viscoela´stico e´ sujeito a um carregamento harmo´nico, a deformac¸a˜o
resultante e´ igualmente harmo´nica, a` mesma frequeˆncia de carregamento, mas com um desfa-
samento δ relativamente a` tensa˜o aplicada.
A representac¸a˜o da tensa˜o medida, σ(t), em func¸a˜o da deformac¸a˜o, ε(t), apresenta-se sob a
forma de uma elipse, a qual define o designado ciclo de histerese, cujo declive do eixo maior e´
uma medida da rigidez do material, e a raza˜o entre o eixo menor e o eixo maior, uma medida
da capacidade de dissipac¸a˜o de energia, isto e´, do amortecimento.
O ciclo de histerese, ilustrado na figura 2.1, permite a modelac¸a˜o anal´ıtica do comportamento
do material viscoela´stico como func¸a˜o da temperatura, frequeˆncia e tensa˜o para um vasta gama
de frequeˆncias e temperaturas, e a partir da sua ana´lise e´ poss´ıvel definir o modelo para a
caracterizac¸a˜o do mo´dulo complexo.
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σ(t)
ε(t)
Figura 2.1: Ciclo de histerese de um material viscoela´stico [12]
2.3 Comportamento de materiais no domı´nio da frequeˆncia
O factor mais determinante no comportamento de materiais viscoela´sticos e´ a temperatura,
e a propriedade mecaˆnica mais importante em aplicac¸o˜es para controlo de vibrac¸a˜o, a rigidez
dinaˆmica.
Para a maioria destes materiais, a deformac¸a˜o resultante da tensa˜o aplicada depende signi-
ficativamente do tempo de aplicac¸a˜o da tensa˜o, assim, para um material sujeito a uma dada
tensa˜o, aplicada durante um determinado intervalo de tempo, a deformac¸a˜o resultante ira´ partir
de zero e aumentara´ com o tempo a uma taxa que depende da temperatura, contrariamente
aos materiais ela´sticos em que o estado de deformac¸a˜o final e´ rapidamente atingido.
2.3.1 Comportamento ideal de um material ela´stico
Para um material que apresenta um comportamento linear ela´stico, as relac¸o˜es entre a tensa˜o
e deformac¸a˜o sa˜o dadas por,
τ = Gγ (2.1)
σ = Eε (2.2)
onde E e´ o mo´dulo de Y oung, G o mo´dulo de corte, σ a tensa˜o normal e τ a tensa˜o de corte.
A deformac¸a˜o normal e´ representada por ε e a deformac¸a˜o de corte por γ.
A representac¸a˜o da tensa˜o em func¸a˜o da deformac¸a˜o e´, neste caso e na zona do comporta-
mento linear, uma recta cujo declive e´ uma medida directa da rigidez.
Para estes materiais, E e G na˜o variam muito rapidamente com a temperatura nem com a
frequeˆncia para o caso de solicitac¸o˜es harmo´nicas. O mo´dulo de Y oung e de corte apresentam
a seguinte relac¸a˜o,
E = 2G(1 + ν) (2.3)
onde ν representa o coeficiente de Poisson.
Todavia, para materiais viscoela´sticos homoge´neos e isotro´picos, o comportamento mecaˆnico
no domı´nio do tempo torna-se dif´ıcil de caracterizar. A relac¸a˜o estabelecida em (2.3) pode ser
aplicada desde que sejam tidos em conta os efeitos da temperatura e frequeˆncia, que afectam
directamente os valores de E, G e ν, mas na˜o a sua relac¸a˜o [3].
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2.3.2 Comportamento viscoela´stico
Considerando uma excitac¸a˜o harmo´nica sinusoidal, o campo de tenso˜es obtido e´ dado por,
σ(t) = σ0sin(ωt) (2.4)
em que a deformac¸a˜o resultante, igualmente harmo´nica mas agora com um desfasamento δ em
relac¸a˜o a` tensa˜o, ilustrada na figura 2.2, e´ dada por,
ε(t) = ε0sin(ωt− δ) (2.5)
A equac¸a˜o (2.4) pode ser reescrita na forma,
σ(t) = σ0sin(ωt− δ + δ) = σ0sin(ωt− δ)cos(δ) + σ0cos(ωt− δ)sin(δ) (2.6)
A derivada da deformac¸a˜o e´ dada por,
dε(t)
dt
= ε0ωcos(ωt− δ) (2.7)
donde decorre,















Designando o termo σ0ε0 cos(δ) pelo mo´dulo de ganho de extensa˜o E
′ vem que,






e para uma deformac¸a˜o de corte γ(t),






onde τ(t) representa a tensa˜o de corte e G′ o mo´dulo de ganho de corte. O termo tg(δ),







Figura 2.2: Excitac¸a˜o e resposta harmo´nica de um material viscoela´stico [12]
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2.4 Mo´dulo complexo
As relac¸o˜es estabelecidas descrevendo a relac¸a˜o entre a tensa˜o e a deformac¸a˜o para soli-
citac¸o˜es harmo´nicas sa˜o apresentadas em termos de quantidades reais. Contudo, esta apro-
ximac¸a˜o dificulta a caracterizac¸a˜o das propriedades de materiais sujeitos a solicitac¸o˜es na˜o
harmo´nicas recorrendo-se, assim, a` sua representac¸a˜o em termos de quantidades complexas.
As equac¸o˜es (2.10) e (2.11) podem ser expressas no domı´nio da frequeˆncia da seguinte forma,
σ(ω) = E′(ω)ε(ω) + jE′(ω)η(ω)ε(ω) = [E′(ω) + jE′′(ω)] ε(ω) = E¯(ω)ε(ω) (2.12)
τ(ω) = [G′(ω) + jG′′(ω)] γ(ω) = G¯(ω)γ(ω) (2.13)
onde E¯(ω) representa o mo´dulo de extensa˜o complexo e G¯(ω) o mo´dulo de corte complexo.
A componente real do mo´dulo complexo, E′, designada por mo´dulo de ganho, representa
a capacidade de armazenamento e restituic¸a˜o de energia de deformac¸a˜o do material e a com-
ponente imagina´ria, E′′, tambe´m conhecida por mo´dulo de perda, e´ obtida atrave´s do produto
entre o factor de perda e o mo´dulo de ganho e e´ uma medida da capacidade dissipativa do
material viscoela´stico.
A relac¸a˜o estabelecida entre mo´dulo de ganho, E′, e o mo´dulo de perda, E′′, permite definir
uma das propriedades mecaˆnicas caracter´ısticas de materiais viscoela´sticos, designada por factor







2.5 Efeito dos factores ambientais no mo´dulo complexo
O comportamento de materiais viscoela´sticos aplicados em tratamentos superficiais e, con-
sequentemente, a capacidade de amortecimento atrave´s da qual o sistema consegue dissipar
energia, apresenta elevada dependeˆncia com a temperatura e frequeˆncia. Assim, torna-se ne-
cessa´rio avaliar a influeˆncia destes efeitos na variac¸a˜o das propriedades dos materiais para que
seja feita uma escolha adequada do tratamento superficial utilizado.
Os factores ambientes de maior relevaˆncia sa˜o a temperatura, frequeˆncia e tenso˜es c´ıclicas
e, em menor escala, outros factores ambientais.
2.5.1 Efeito da temperatura
A temperatura e´ considerada o factor de maior influeˆncia no comportamento de materiais
viscoela´sticos sendo determinante para a caracterizac¸a˜o das suas propriedades, em particular,
o mo´dulo de ganho e factor de perda.
O efeito da temperatura pode ser observado pela figura 2.3, onde e´ poss´ıvel distinguir quatro
regio˜es caracter´ısticas para o comportamento de materiais viscoela´sticos.
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Figura 2.3: Variac¸a˜o do mo´dulo de ganho e factor de perda com a temperatura [12]
Na primeira regia˜o, designada por regia˜o v´ıtrea, o material apresenta o seu ma´ximo para o
mo´dulo de ganho, que varia lentamente com a temperatura, e baixos valores para o factor de
perda, que aumenta muito rapidamente com a temperatura.
Na regia˜o de transic¸a˜o, o mo´dulo de ganho decresce rapidamente com a temperatura e o
factor de perda atinge o seu ma´ximo. A regia˜o de borracha e´ caracterizada por baixos valores
para o mo´dulo de ganho e factor de perda, que variam lentamente com a temperatura.
A quarta regia˜o e´ t´ıpica apenas para alguns materiais tais como termopla´sticos. Designada
por regia˜o de fluxo, e´ caracterizada por um cont´ınuo amolecimento do material com o aumento
da temperatura, como se derretesse, enquanto que o factor de perda atinge o seu ma´ximo.
Apesar de ser uma regia˜o importante para a completa caracterizac¸a˜o das propriedades do
material, na˜o e´ muito utilizada devido a` reduzida rigidez e elevada instabilidade do material.
2.5.2 Efeito da frequeˆncia
Para materiais viscoela´sticos, o mo´dulo de ganho e´ caracterizado por um aumento cont´ınuo
com o aumento da frequeˆncia sendo este aumento menos significativo nas regio˜es v´ıtrea e de
borracha ao passo que, na regia˜o de transic¸a˜o, a taxa de variac¸a˜o e´ elevada. O factor de perda
aumenta com a frequeˆncia na zona de borracha, atingindo o seu ma´ximo na zona de transic¸a˜o
e diminuindo progressivamente com esta na regia˜o v´ıtrea, como se pode ver pela figura 2.4.






























Figura 2.4: Variac¸a˜o do mo´dulo de ganho e factor de perda com a frequeˆncia [12]
Assim, e´ poss´ıvel observar que o efeito da frequeˆncia e´ qualitativamente inverso ao da tem-
peratura, mas em menor escala, pois e´ necessa´ria uma variac¸a˜o de va´rias de´cadas de frequeˆncia
para reflectir a mesma alterac¸a˜o no comportamento do material que apenas alguns graus de
temperatura produzem.
Este feno´meno e´ o aspecto mais importante da teoria da viscoelasticidade, constituindo a
base para o princ´ıpio de sobreposic¸a˜o frequeˆncia-temperatura que permite relacionar os efeitos
da temperatura e frequeˆncia no comportamento do material.
2.5.3 Efeito das tenso˜es c´ıclicas
A caracterizac¸a˜o das propriedades dos materiais viscoela´sticos no domı´nio linear apenas e´
poss´ıvel para baixas amplitudes das tenso˜es c´ıclicas, pois a partir de determinados valores o ma-
terial apresenta um comportamento na˜o linear que depende do tipo de material, em particular,
da sua estrutura molecular.
O efeito das tenso˜es c´ıclicas torna-se dif´ıcil de avaliar uma vez que elevadas tenso˜es resultam
em elevada dissipac¸a˜o de energia por parte do material, traduzindo-se num aumento ra´pido da
temperatura, combinando-se os efeitos da temperatura e das tenso˜es c´ıclicas.
Este aspecto e´ particularmente significativo na zona de transic¸a˜o em que o n´ıvel de amor-
tecimento e´ muito elevado, todavia, na zona de borracha, onde o mo´dulo de ganho e factor
de perda variam lentamente com a temperatura, o efeito da temperatura torna-se secunda´rio
face ao das tenso˜es. As propriedades apresentam uma variac¸a˜o ideˆntica a` da temperatura, mas
menos significativa.
Na variac¸a˜o das propriedades com a amplitude das tenso˜es c´ıclicas e´ poss´ıvel observar treˆs
regio˜es distintas, nomeadamente, a regia˜o linear, de transic¸a˜o e de equil´ıbrio, ilustradas na
figura 2.5.







Figura 2.5: Variac¸a˜o do mo´dulo de ganho e factor de perda com a amplitude de tensa˜o [12]
2.5.4 Outros aspectos ambientais
As propriedades dos materiais viscoela´sticos podem ser influenciadas por diversos factores
ambientais, como envelhecimento, exposic¸a˜o a combust´ıveis e outros flu´ıdos, va´cuo e pressa˜o,
que podem resultar na alterac¸a˜o da sua estrutura molecular quando sa˜o atingidos valores ex-
tremos para estes factores.
A cont´ınua exposic¸a˜o do material a um ambiente espec´ıfico, tal como elevadas temperaturas,
reflecte-se num aumento do mo´dulo de ganho e decre´scimo do factor de perda [13].
2.6 Representac¸a˜o do mo´dulo complexo
A caracterizac¸a˜o do mo´dulo complexo atrave´s da representac¸a˜o do mo´dulo de ganho e factor
de perda e´ um procedimento que requer uma ana´lise simultaˆnea da influeˆncia da temperatura e
frequeˆncia sobre as propriedades do material viscoela´stico. A determinac¸a˜o do mo´dulo complexo
para valores discretos pode ser feita com base em varia´veis que permitam combinar os efeitos
da temperatura e frequeˆncia e descrever convenientemente a variac¸a˜o do mo´dulo complexo com
estes.
2.6.1 Princ´ıpio da correspondeˆncia frequeˆncia-temperatura
A caracterizac¸a˜o das propriedades do material viscoela´stico pode se efectuada combinando
os efeitos da frequeˆncia e temperatura numa u´nica varia´vel definida como frequeˆncia reduzida
(fR) e atrave´s da medic¸a˜o do mo´dulo complexo para um nu´mero limitado de temperaturas e
para uma gama de frequeˆncias restrita.
O processo baseia-se no princ´ıpio da correspondeˆncia frequeˆncia-temperatura que assenta no
pressuposto de que diferentes pares de frequeˆncia e de temperatura podem apresentar o mesmo
mo´dulo complexo. Assim, o mo´dulo complexo para uma dada frequeˆncia f1 e temperatura de
refereˆncia T1 e´ ideˆntico ao obtido a` frequeˆncia f2 e temperatura T2, que deve ser seleccionada
de forma a que,
G¯(f1, T1) = G¯(f2, αT (T2)) (2.15)
onde αT representa o factor de translac¸a˜o que e´ u´nica e exclusivamente func¸a˜o da temperatura
[3].
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A determinac¸a˜o do factor de translac¸a˜o baseia-se na observac¸a˜o de que e´ poss´ıvel construir
uma u´nica curva do mo´dulo de ganho e factor de perda atrave´s da translac¸a˜o horizontal do
conjunto de pontos medidos a diferentes temperaturas, como se pode ver pela figura 2.6, ga-
rantindo que a translac¸a˜o representa αT como um factor aplicado a` frequeˆncia para qualquer
temperatura T .
e (f2,T2), para os quais se verifique a relac¸a˜o:
G¯(f1, T1) = G¯(f2, T2) (2.44)
enta˜o esses dois pares definem o mesmo valor de frequeˆncia reduzida, da forma:
fR = f1 αT (T1) = f2 αT (T2) (2.45)
onde αT [T ] designa-se por factor de translac¸a˜o, sendo u´nica e exclusivamente uma func¸a˜o
da temperatura.
A determinac¸a˜o do factor de translac¸a˜o baseia-se na observac¸a˜o de que e´ poss´ıvel
construir uma u´nica curva de mo´dulo de ganho e de factor de perda por simples translac¸a˜o
horizontal dos conjuntos de pontos medidos a diferentes temperaturas, como ilustrado na
Figura 2.14.



































T0 : Temperatura de referência
Figura 2.14: Princ´ıpio da correspondeˆncia frequeˆncia-temperatura
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Figura 2.6: Princ´ıpio da correspondeˆncia frequeˆncia-temperatura [2]
Considerando um conjunto hipote´tico de pontos experimentais obtidos para diferentes tem-
peraturas (T−2, T−1, T0, T1, T2) e para diferentes frequeˆncias, representados na figura 2.6 pelos
pontos ligados por linhas interrompidas, verifica-se que a translac¸a˜o do conjunto de pontos
isote´rmicos em relac¸a˜o a` temperatura de refereˆncia permite definir uma u´nica curva principal.
A curva gerada, u´nica para uma dada temperatura de refereˆncia T0, e´ func¸a˜o da frequeˆncia
reduzida e permite determinar o valor do mo´dulo complexo do material viscoela´stico para di-
ferentes pares de frequeˆncia e de temperatura, mesmo que estes na˜o tenham sido considerados
no procedimento experimental.
2.6.2 Nomograma de frequeˆncia-temperatura
O nomograma de frequeˆncia-temperatura ou de frequeˆncia reduzida, representado na fi-
gura 2.7, e´ um gra´fico que permite a representac¸a˜o do mo´dulo de ganho e factor de perda em
func¸a˜o da frequeˆncia, juntamente com o factor de translac¸a˜o. Com este gra´fico e´ poss´ıvel deter-
minar o valor da frequeˆncia reduzida correspondente ao par frequeˆncia-temperatura pretendido,
atrave´s da intersecc¸a˜o da linha horizontal definida pela escala logar´ıtmica da frequeˆncia, e a
linha isote´rmica correspondente a` temperatura.







































Figura 2.7: Nomograma de frequeˆncia reduzida [14]
Trac¸ando a linha vertical que passa no ponto de intersecc¸a˜o, obte´m-se o valor do mo´dulo de
ganho e do factor de perda, dado pela intersecc¸a˜o da recta com as curvas das propriedades [2].
O nomograma de frequeˆncia-temperatura tem sido amplamente reconhecido como uma
forma de representac¸a˜o das propriedades de materiais viscoela´sticos para uma vasta gama de
frequeˆncias e temperaturas sendo normalmente atrave´s da sua representac¸a˜o que os fabricantes
de materiais viscoela´sticos representam as propriedades dos seus materiais.
2.7 Modelo constitutivo do material viscoela´stico
As propriedades dinaˆmicas, ela´sticas e de amortecimento dos materiais dependem, em menor
ou maior grau, da frequeˆncia. De modo a ter em conta as propriedades dos materiais em
ana´lise de vibrac¸o˜es, sa˜o definidos modelos que permitam caracterizar a dependeˆncia destas
com a frequeˆncia. A ana´lise destes modelos, descrevendo o seu comportamento dinaˆmico, e´ um
me´todo eficaz de encontrar as func¸o˜es de frequeˆncia das propriedades de materiais viscoela´sticos
[15]. Na literatura [2] encontram-se algumas propostas de modelos representativos do efeito da
frequeˆncia nas propriedades de materiais viscoela´sticos.
Neste trabalho, o modelo constitutivo considerado e´ baseado no modelo de derivadas frac-
ciona´rias que permite a caracterizac¸a˜o do comportamento de materiais viscoela´sticos no domı´nio
da frequeˆncia e do tempo. O modelo de derivadas fracciona´rias de quatro paraˆmetros, tambe´m
conhecido por modelo de Zener generalizado, permite relacionar σ(t) e ε(t) no domı´nio do tempo
como,
σ(t) + ταDα[σ(t)] = G0ε(t) +G∞ταDα[ε(t)] (2.16)
onde t e´ o tempo, τ o tempo de relaxac¸a˜o, α o paraˆmetro fraccional, 0 < α < 1, e Dα o operador









(t− τ)α dτ (2.17)
onde Γ e´ a func¸a˜o gamma.
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Considerando α = 1 na equac¸a˜o (2.16), e´ enta˜o definido o modelo de derivadas fracciona´rias
de quatro paraˆmetros. As transformac¸o˜es da equac¸a˜o (2.16) para o domı´nio da frequeˆncia
resultam no mo´dulo complexo para este modelo. Para tal, recorrendo a`s transformadas de
Fourier, o operador Dα passa a ser representado por (jω)α conduzindo a` expressa˜o para o





ondeG0 eG∞ sa˜o o mo´dulo de corte esta´tico e a ass´ımptota do mo´dulo de corte, respectivamente
[16]. O tempo de relaxac¸a˜o τ esta´ relacionado com a frequeˆncia a` qual o factor de perda atinge
o seu ma´ximo e o paraˆmetro fraccional α com a capacidade de amortecimento. O paraˆmetro
fraccional encontra-se, normalmente, compreendido entre 0.5 e 0.9 para pol´ımeros, e para α=1
e´ representado o comportamento ela´stico de materiais com mo´dulo de Young definido por
E = 0.5(E0 + E∞) [17].
2.8 Norma ASTM E 756-05
O processo de medic¸a˜o do mo´dulo complexo de um material viscoela´stico reveste-se de
um conjunto de caracter´ısticas e requisitos que o tornam numa tarefa dif´ıcil, requerendo um
procedimento de medic¸a˜o rigoroso e meticuloso. O elevado amortecimento proporcionado pelos
materiais viscoela´sticos, a heterogeneidade do material e a dificuldade na obtenc¸a˜o de uma
montagem experimental, ideˆntica ao modelo nume´rico hipoteticamente considerado, constituem
as principais dificuldades na obtenc¸a˜o de um sistema capaz de caracterizar convenientemente
e de forma simples as propriedades de materiais viscoela´sticos com elevado amortecimento.
Existem va´rios me´todos de medic¸a˜o do mo´dulo complexo de materiais viscoela´sticos que se
podem agrupar em dois grandes grupos: me´todos indiretos baseados em provetes tipo viga com
tratamento viscoela´stico e me´todos diretos baseados em provetes de material viscoela´stico que
constituem o elemento ela´stico-amortecedor de sistemas discretos onde o mo´dulo complexo e´
medido atrave´s de um ensaio dinaˆmico.
O me´todo descrito pela norma ASTM E 756-05 [6] e´ utilizado para determinar as pro-
priedades de materiais tais como, o factor de perda, η, mo´dulo de Y oung, E, ou mo´dulo de
corte, G, sendo poss´ıvel a correcta caracterizac¸a˜o destas propriedades para uma vasta gama de
frequeˆncias e temperaturas, permitindo o estudo de materiais com aplicac¸a˜o em vibrac¸a˜o estru-
tural, acu´stica e controlo de ru´ıdo sonoro. Tais materiais incluem metais, ceraˆmicos, borrachas,
pla´sticos e madeiras, entre outros, sendo utilizada uma viga encastrada-livre, sobre a qual e´
aplicado um tratamento viscoela´stico.
2.8.1 Descric¸a˜o do me´todo
A configurac¸a˜o escolhida para o provete deve ser feita de acordo com o tipo de material
viscoela´stico a caracterizar e as propriedades a determinar. Para tal, sa˜o utilizadas diferentes
configurac¸o˜es do provete, escolhidas conforme a viga seja sujeita a deformac¸o˜es extensionais ou
de corte.
Viga de Oberst
A viga de Oberst e´ obtida pela deposic¸a˜o de uma camada sem restricc¸a˜o de material visco-
ela´stico a caracterizar, como se pode ver na figura 2.8. A viga base, preferencialmente meta´lica,
e´ testada de forma a determinar as suas frequeˆncias naturais para a gama de temperaturas
desejada. De seguida, e´ aplicada a camada de material viscoela´stico utilizando um adesivo
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estrutural constituindo assim a viga compo´sita, que sera´ ensaiada de forma a determinar as
novas frequeˆncias de ressonaˆncia e correspondentes factores de perda.
Provete viscoela´sticoViga base
Figura 2.8: Configurac¸a˜o da viga de Oberst [12]
As propriedades do material sa˜o determinadas a partir da rigidez da viga base, obtida
utilizando os resultados dos testes relativos a` viga base e a` viga compo´sita.
Viga de V an Oort
Na viga de V an Oort, ilustrada na figura 2.9, sa˜o aplicadas duas camadas ideˆnticas de ma-
terial viscoela´stico, uma em cada lado da viga. Esta configurac¸a˜o permite evitar o problema
associado a` elevada diferenc¸a entre os coeficientes de dilatac¸a˜o te´rmica dos materiais consti-
tuintes da viga que induz flexa˜o na viga quando submetida a temperaturas muitos superiores a`
temperatura de montagem. Por outro lado, dado que a posic¸a˜o do eixo neutro da viga compo´sita
permanece inalterada relativamente a` posic¸a˜o inicial da viga na˜o amortecida, a expressa˜o que
define a rigidez de flexa˜o da viga compo´sita e´ significativamente simplificada [2].
Provete viscoela´sticoViga base
Figura 2.9: Configurac¸a˜o da viga de V an Oort [12]
Viga sandwich
A configurac¸a˜o de viga sandwich, figura 2.10, e´ utilizada para determinar as propriedades
de vigas sujeitas a deformac¸o˜es de corte e requer duas vigas base ideˆnticas, que devem ser
testadas de forma a determinar as suas frequeˆncias de ressonaˆncia que devem ser ideˆnticas ao
longo da gama de temperaturas de interesse, entre as quais e´ aplicada a camada de material
viscoela´stico, constituindo a viga compo´sita.
Figura 2.10: Configurac¸a˜o da viga sandwich [12]
Apo´s a escolha adequada da configurac¸a˜o do provete, este deve ser encastrado num suporte
r´ıgido e colocado no interior de uma caˆmara ambiental para controlo da temperatura. Sa˜o
utilizados dois transdutores sem contacto nas medic¸o˜es, um para medir a forc¸a de excitac¸a˜o e
outro para medir a resposta no local desejado. Atrave´s da medic¸a˜o de va´rias ressonaˆncias e´
poss´ıvel determinar a influeˆncia da frequeˆncia nas propriedades do material e, do mesmo modo,
variando a temperatura no interior da caˆmara, o efeito da temperatura pode igualmente ser
estabelecido sobre as mesmas.
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2.8.2 Pressupostos
 Todas as medic¸o˜es sa˜o realizadas dentro da gama linear do material, isto e´, o material
viscoela´stico comporta-se de acordo com a teoria da viscoelasticidade linear. Se a viga for
excitada para ale´m da regia˜o linear, os resultados obtidos na˜o sera˜o tidos em conta. Para
vigas com comportamento linear, o pico do deslocamento do provete devera´ ser inferior a`
espessura da viga base;
 A amplitude da forc¸a de excitac¸a˜o devera´ ser constante com a frequeˆncia. Quando tal
na˜o e´ poss´ıvel, a amplitude da resposta devera´ ser dividida pela amplitude da forc¸a de
excitac¸a˜o e a func¸a˜o de resposta em frequeˆncia definida passara´ a ser utilizada para estudar
as propriedades do material;
 As equac¸o˜es relativas a`s configurac¸o˜es viga de Oberst e viga de V an Oort sa˜o baseadas
na teoria cla´ssica de vigas, mas na˜o incluem os termos relativos a` ine´rcia rotacional ou
deformac¸a˜o de corte;
 As equac¸o˜es relativas a` viga sandwich na˜o incluem os termos extensionais da camada
viscoela´stica. Esta suposic¸a˜o e´ va´lida quando o mo´dulo da camada viscoela´stica e´ signi-
ficativamente inferior, cerca de dez vezes, a` da camada meta´lica;
 A excitac¸a˜o e´ aplicada atrave´s de um excitador electromagne´tico sem contacto;
 As equac¸o˜es relativas a` viga sandwich foram desenvolvidas e resolvidas considerando
expansa˜o sinusoidal para as formas modais de vibrac¸a˜o. Tal e´ va´lido apenas para os
modos de maior ordem pelo que na˜o sa˜o considerados os resultados relativos ao primeiro
modo de vibrac¸a˜o;
 Considerar o factor de perda da viga base igual a zero.
2.8.3 Montagem experimental
A montagem experimental consiste num suporte r´ıgido para encastrar o provete, uma caˆmara
ambiental para controlo da temperatura, dois transdutores, e a instrumentac¸a˜o necessa´ria para
a gerac¸a˜o dos sinais de excitac¸a˜o e medic¸a˜o da resposta.
As configurac¸o˜es poss´ıveis para o provete utilizadas na norma sa˜o, o provete disposto na
vertical com este encastrado na extremidade da excitac¸a˜o (empregue quando sa˜o utilizados
transdutores na˜o contacta´veis), ou disposto na horizontal e, neste caso, o encastramento sera´
na extremidade onde sera´ medida a resposta (quando sa˜o utilizados transdutores de contacto).
Instrumentac¸a˜o
A instrumentac¸a˜o mı´nima requer dois canais para registo da informac¸a˜o relativa a` excitac¸a˜o
e a` resposta e um canal para a temperatura. No caso da primeira configurac¸a˜o, e´ utilizado
um oscilosco´pio de dois canais uma vez que sa˜o utilizados dois canais para a representac¸a˜o da
excitac¸a˜o e a resposta. No caso da segunda configurac¸a˜o, e´ utilizado um analisador de espectro
de dois canais em que e´ poss´ıvel a representac¸a˜o da excitac¸a˜o e resposta.
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Transdutores
Os transdutores utilizados devera˜o ser, sempre que poss´ıvel, transdutores na˜o contacta´veis
de forma a minimizar fontes de vibrac¸a˜o externa. A forc¸a e´ aplicada atrave´s de um transdutor
electromagne´tico na˜o contacta´vel (taco´metro) e por vezes a resposta tambe´m.
Para elevadas frequeˆncias, em que estes transdutores perdem sensibilidade, devera˜o ser uti-
lizados transdutores de contacto, como acelero´metros, mas apenas se na˜o constitu´ırem uma
fonte de excitac¸a˜o externa. No caso do uso de transdutores deste tipo, a configurac¸a˜o devera´
ser a com o encastramento na extremidade da excitac¸a˜o [6].
Recentes estudos desenvolvidos [7] mostraram que o uso de transdutores na˜o contacta´veis no
me´todo da viga de Oberst pode conduzir a erros na determinac¸a˜o das propriedades de materiais
viscoela´sticos devido ao efeito electromagne´tico introduzido pelo transdutor de excitac¸a˜o na˜o
contacta´vel.
Numa primeira fase, foram estudados os efeitos de va´rios paraˆmetros tais como, amplitude
de excitac¸a˜o, condic¸o˜es de montagem, tipo de excitac¸a˜o aplicada (refira-se que foi utilizado um
sinal de ru´ıdo aleato´rio para a excitac¸a˜o) e comprimento do provete, de modo a melhorar a
precisa˜o dos resultados obtidos na determinac¸a˜o das propriedades do material, e com base em
diversos testes realizados, foi avaliado o efeito adverso da excitac¸a˜o electromagne´tica.
Do trabalho [7] foram retiradas, entre outras, as seguintes concluso˜es:
 O campo electromagne´tico criado pelo transdutor de excitac¸a˜o electromagne´tico na ex-
tremidade livre da viga de Oberst introduz restricc¸o˜es adicionais no sistema. O efeito
adverso pode ser modelado como um mola situada entre a extremidade do provete e o
exterior. A introduc¸a˜o de rigidez adicional no sistema devido ao transdutor pode reduzir
significativamente a precisa˜o das propriedades estimadas. Os erros na identificac¸a˜o das
frequeˆncias naturais e mo´dulo de Young e´ mais significativa para vigas cujo comprimento
da secc¸a˜o exposta a` excitac¸a˜o electromagne´tica e´ maior;
 Os diversos testes realizados revelaram que o primeiro modo de vibrac¸a˜o e´ o mais afec-
tado pelo efeito electromagne´tico, conduzindo a resultados inconsistentes na determinac¸a˜o
das propriedades dos materiais, e que o erro na estimativa das propriedades devido ao
aumento de rigidez introduzido pelo campo electromagne´tico e´ menor para modos mais
elevados. Foi poss´ıvel constatar que vigas mais longas e, portanto, mais flex´ıveis, sa˜o mais
suscept´ıveis a erros na determinac¸a˜o das frequeˆncias naturais e, consequentemente, das
propriedades, devido ao efeito mais significativo do aumento de rigidez do sistema;
 O erro associado a` estimativa das propriedades pode ser reduzido minimizando o com-
primento da viga exposta ao campo electromagne´tico. Pore´m, este comprimento deve ser
mantido a um valor adequado de forma a introduzir n´ıveis suficientes de excitac¸a˜o na
viga para a correcta medic¸a˜o das func¸o˜es de resposta em frequeˆncia, especialmente em
materiais com elevados n´ıveis de amortecimento.
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Cap´ıtulo 3
Me´todo inverso de identificac¸a˜o
3.1 Introduc¸a˜o
Neste cap´ıtulo, e´ apresentado o me´todo inverso de identificac¸a˜o desenvolvido previamente
[12], com refereˆncia aos aspectos mais relevantes na definic¸a˜o do processo de identificac¸a˜o dos
paraˆmetros do modelo constitutivo, e do qual se partiu para o desenvolvimento dos restantes
cap´ıtulos.
O me´todo inverso de identificac¸a˜o proposto baseia-se na minimizac¸a˜o do res´ıduo entre
func¸o˜es de resposta em frequeˆncia do tipo transmissibilidade geradas numericamente e me-
didas experimentalmente, determinadas para frequeˆncias discretas definidas como frequeˆncias
de controlo. As te´cnicas experimentais para a caracterizac¸a˜o das propriedades do material
viscoela´stico assentam em testes de vibrac¸a˜o forc¸ada com ressonaˆncia.
Com o me´todo proposto, os paraˆmetros do modelo constitutivo do material sa˜o identificados
permitindo a determinac¸a˜o das propriedades do material para toda a banda de frequeˆncias
considerada.
Assim, o me´todo engloba os seguintes componentes:
 modelo de elementos finitos para representac¸a˜o do comportamento dinaˆmico de um pro-
vete compo´sito com camada(s) de material viscoela´stico;
 func¸a˜o de resposta em frequeˆncia nume´rica e de tipo transmissibilidade;
 func¸a˜o de resposta em frequeˆncia experimental e de tipo transmissibilidade;
 um modelo constitutivo para o material viscoela´stico;
 selecc¸a˜o de um conjunto de frequeˆncias para ajustamento das func¸o˜es de transmissibili-
dade;
 um algoritmo de minimizac¸a˜o da func¸a˜o desvio entre as func¸o˜es de transmissibilidade;
 um indicador que permita avaliar o n´ıvel de correlac¸a˜o entre as func¸o˜es de resposta em
frequeˆncia.
3.2 Modelo de elementos finitos
De forma a avaliar a func¸a˜o de resposta em frequeˆncia nume´rica e´ necessa´rio definir um
modelo nume´rico para a determinac¸a˜o da resposta dinaˆmica da viga. Para tal, foi considerado
o me´todo de elementos finitos para a representac¸a˜o da viga em estudo.
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A simulac¸a˜o do comportamento dinaˆmico dos provetes compo´sitos com camadas viscoela´sticas
depende da correcta representac¸a˜o da deformac¸a˜o de corte que ocorre nas camadas viscoela´sticas
e da correspondente energia de deformac¸a˜o. Assim, e´ necessa´rio utilizar modelos que repre-
sentem convenientemente o comportamento dinaˆmico da viga e do tratamento viscoela´stico
aplicado para constituir o provete de ensaio.
A modelac¸a˜o espacial do provete compo´sito e´ realizada atrave´s do me´todo dos elementos
finitos em que e´ utilizado um elemento finito multicamada baseado numa teoria layerwise,
utilizando a teoria de Timoshenko para representar cada camada individual. O elemento finito
multicamada desenvolvido em [12] e´ verificado numericamente e validado experimentalmente
em termos de func¸o˜es de resposta em frequeˆncia do tipo transmissibilidade medidas para um
conjunto de provetes representativos das configurac¸o˜es de tratamento integrado, nomeadamente,
configurac¸o˜es sandwich em vigas do tipo encastrada-livre. A formulac¸a˜o do elemento finito
com base na teoria layerwise, representativo dos diferentes provetes compo´sitos analisados, e´
apresentada no Apeˆndice A.
Em dinaˆmica estrutural, o me´todo de elementos finitos permite a discretizac¸a˜o da equac¸a˜o
diferencial de movimento de um sistema com comportamento viscoela´stico num sistema de
equac¸o˜es diferenciais de segunda ordem, na˜o lineares, expressas em termos das matrizes e vec-
tores espaciais do sistema [17],
M u¨(t) + K ∗(ω)u(t) = f(t) (3.1)
onde f(t), u¨(t) e u(t) representam o vector forc¸a, o vector acelerac¸a˜o e o vector deslocamento.
A matriz M e´ a matriz de massa e K ∗(ω) representa a matriz de rigidez complexa que e´ func¸a˜o
da frequeˆncia e onde a parte real representa a rigidez ela´stica e a parte imagina´ria representa a
dissipac¸a˜o de energia. Para materiais homoge´neos, a matriz de rigidez complexa K ∗(ω) pode
exprimir-se na forma,
K∗(ω) = K(ω) + jH(ω) = K (ω) (1 + jη (ω)) (3.2)
sendo K (ω) a matriz de rigidez ela´stica e H (ω) a matriz de amortecimento viscoela´stico.
Para provetes compo´sitos sob a forma de vigas com tratamentos viscoela´sticos, as componen-
tes ela´stica e viscoela´stica das matrizes espaciais, identificadas por (•)e e (•)v, respectivamente,
devem ser consideradas separadamente como,
M = Me +Mv (3.3)
K∗(ω) = Ke +K∗v (ω) (3.4)
onde K∗v (ω) e´ dado por,
K∗v (ω) = Kv(ω) + jHv(ω) (3.5)
em que Kv(ω) corresponde a` matriz de rigidez da parte ela´stica da camada viscoela´stica e Hv(ω)
a` matriz de amortecimento viscoela´stico.
Substituindo (3.5) em (3.4), a matriz de rigidez global da viga compo´sita pode escrever-se
na forma,
K∗(ω) = Ke +Kv(ω) + jHv(ω) = (Ke +Kv(ω)) + jη(ω)Kv(ω) (3.6)
que e´ definida pela matriz de rigidez relativa a` componente ela´stica das camadas ela´sticas
e viscoela´sticas Ke e Kv(ω), respectivamente, e pela matriz de amortecimento das camadas
viscoela´sticas, Hv(ω), que pode ainda ser expressa em termos da matriz de rigidez ela´stica
Kv(ω) como Hv(ω)=η(ω)Kv(ω).
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3.3 Func¸a˜o de resposta em frequeˆncia nume´rica
Uma vez que o me´todo proposto e´ baseado no ajustamento entre func¸o˜es transmissibilidade
de deslocamento de uma viga encastrada-livre excitada passivamente atrave´s de um desloca-
mento imposto ao encastramento, e´ necessa´rio reescrever a equac¸a˜o de movimento definida em
(3.1).
Para uma excitac¸a˜o passiva harmo´nica imposta ao encastramento, s(t) = S∗ejωt, a equac¸a˜o
de movimento no domı´nio da frequeˆncia de uma viga encastrada-livre pode ser representada
separando o grau de liberdade relativo ao deslocamento imposto ao encastramento dos restantes


























onde S∗, U∗e R∗ sa˜o os fasores do movimento imposto ao encastramento, dos deslocamentos
desconhecidos e da forc¸a de reacc¸a˜o do encastramento, respectivamente.
O desenvolvimento de (3.7) conduz a`s seguintes duas equac¸o˜es,
(−ω2Mss +K∗ss(ω))S∗(ω) + (−ω2Msu +K∗su(ω))U∗(ω) = R∗ (3.8)
(−ω2Mus +K∗us(ω))S∗(ω) + (−ω2Muu +K∗uu(ω))U∗(ω) = 0 (3.9)
A soluc¸a˜o U (ω) da equac¸a˜o (3.9) fornece a resposta estaciona´ria da viga ao movimento
harmo´nico s(t) = S∗ejωt imposto ao encastramento, a partir da qual se podem determinar as
func¸o˜es de resposta em frequeˆncia de tipo transmissibilidade entre qualquer grau de liberdade
e o deslocamento imposto ao encastramento.
A func¸a˜o de resposta em frequeˆncia do tipo transmissibilidade, Tij(ω), e´ definida pela raza˜o
entre o fasor U∗j (ω) do deslocamento transversal da resposta no grau de liberdade j e a amplitude
S∗i (ω) do deslocamento transversal da excitac¸a˜o aplicada ao grau de liberdade i correspondente





Na figura 3.1 e´ representada a configurac¸a˜o da viga considerada e os respectivos desloca-
mentos transversais da excitac¸a˜o passiva do encastramento e resposta.
s ( t ) = S e j w t u ( x j , t ) = U j




Figura 3.1: Viga encastrada-livre: deslocamentos transversais da excitac¸a˜o e da resposta
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3.4 Procedimento experimental
Para a determinac¸a˜o experimental das func¸o˜es de resposta em frequeˆncia do tipo transmissi-
bilidade, a viga representativa do provete e´ montada na cabec¸a de um shaker electromagne´tico
com condic¸o˜es de fronteira encastrada-livre e o encastramento e´ sujeito a uma excitac¸a˜o passiva
atrave´s de um deslocamento imposto pelo shaker electromagne´tico. A medic¸a˜o do movimento
imposto pelo shaker e do movimento de resposta da viga permite a determinac¸a˜o por via expe-
rimental da func¸a˜o de resposta em frequeˆncia de tipo transmissibilidade entre diferentes secc¸o˜es
do provete e o encastramento.






















Figura 3.2: Esquema da montagem experimental [12]
O procedimento experimental e´ iniciado com a gerac¸a˜o do sinal de excitac¸a˜o, ru´ıdo branco,
a partir do mo´dulo gerador do analisador dinaˆmico de sinal (Signal Analyser Unit Type 2035
B&K ) seguindo para o amplificador de sinal (LDS PA100E ) que e´ responsa´vel pela regulac¸a˜o
do ganho de sinal. O sinal amplificado e´ enviado para o shaker electromagne´tico (LDS V 200)
que excita a viga passivamente atrave´s de um deslocamento imposto a` secc¸a˜o encastrada na
direcc¸a˜o transversal.
O movimento imposto ao encastramento, designado por s(t), e´ medido sob a forma de
acelerac¸a˜o atrave´s de um acelero´metro (B&K 4371).
O movimento de resposta forc¸ada do provete na secc¸a˜o desejada e´ medido por um vibro´metro
laser (Polytec OFV 303 Sensor Head) em termos de velocidade, u˙(t), sendo o sinal enviado para
o controlador do vibro´metro (Polytec OFV 3001).
Os sinais relativos a` excitac¸a˜o e a` resposta sa˜o adquiridos e tratados pelo analisador dinaˆmico
de sinal, sendo o sinal correspondente a` acelerac¸a˜o integrado duas vezes e o sinal correspondente
a` velocidade integrado uma vez, de forma a serem convertidos em deslocamentos. A func¸a˜o
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de resposta em frequeˆncia do tipo transmissibilidade e´ enta˜o obtida atrave´s da raza˜o entre






onde U˜(ω) e S˜(ω) representam as transformadas de Fourier do deslocamento transversal medido
no ponto de resposta, u(t), e do movimento do encastramento, s(t), respectivamente.
Por fim, as func¸o˜es transmissibilidade determinadas sa˜o armazenadas num PC para posterior
ana´lise.
Os equipamentos utilizados na realizac¸a˜o dos ensaios experimentais sa˜o apresentados nas
figuras 3.3 - 3.8.
Figura 3.3: Analisador dinaˆmico de sinal - Signal Analyser Unit Type 2035 B&K [12]
Figura 3.4: Amplificador do shaker - LSD PA100E [12]
Figura 3.5: Shaker electromagne´tico - LDS V 200 [12]
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Figura 3.6: Acelero´metro - B&K 4371 [12]
Figura 3.7: Vibro´metro laser - Polytec OFV 303 Sensor Head [12]
Figura 3.8: Controlador do vibro´metro laser - Polytec OFV 3001 [12]
3.5 Frequeˆncias de controlo
As frequeˆncias de controlo sa˜o frequeˆncias discretas para as quais a func¸a˜o definida pelo
desvio, entre as func¸o˜es de resposta em frequeˆncia experimental e nume´rica, e´ minimizada de
modo a ajustar os paraˆmetros do modelo constitutivo.
A selecc¸a˜o das frequeˆncias de controlo na vizinhanc¸a das ressonaˆncias permite uma me-
lhor caracterizac¸a˜o da resposta dinaˆmica do sistema e a reduc¸a˜o de poss´ıveis erros devido a
perturbac¸o˜es da func¸a˜o de resposta em frequeˆncia por ru´ıdo experimental. Ale´m disso, na
vizinhanc¸a das ressonaˆncias a func¸a˜o de resposta em frequeˆncia apresenta, normalmente, um
elevado ra´cio de sinal/ru´ıdo.
No trabalho desenvolvido em [12], o crite´rio de selecc¸a˜o das frequeˆncias de controlo foi
estabelecido de acordo com:
 Localizac¸a˜o das frequeˆncias de controlo na banda das ressonaˆncias, uma vez que estas
permitem uma melhor caracterizac¸a˜o da resposta dinaˆmica do sistema em ana´lise e um
bom ra´cio sinal/ru´ıdo;
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 Utilizac¸a˜o de um nu´mero reduzido de frequeˆncias de controlo de modo a aliviar o processo
de optimizac¸a˜o para identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo;
 As frequeˆncias de controlo seleccionadas sa˜o definidas pelo valor mı´nimo e ma´ximo da
parte real da func¸a˜o transmissibilidade experimental e pelo ma´ximo absoluto da parte
imagina´ria.
Na figura 3.9 sa˜o apresentadas as frequeˆncias seleccionadas nas partes real e imagina´ria da
func¸a˜o transmissibilidade com o presente me´todo de identificac¸a˜o inverso.















Figura 3.9: Frequeˆncias de controlo
3.6 Modelo constitutivo
Neste trabalho, utilizou-se como modelo constitutivo para o material viscoela´stico, o modelo
de derivadas fracciona´rias de quatro paraˆmetros apresentado no cap´ıtulo 2. Por uma questa˜o





A utilizac¸a˜o deste modelo decorre do facto de o modelo se revelar adequado e representativo
do comportamento constitutivo de materiais viscoela´sticos [15] e [18].
3.7 Func¸a˜o de minimizac¸a˜o
A identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo e´ realizada com base na minimizac¸a˜o
da func¸a˜o definida pela soma dos desvios entre as componentes real e imagina´ria das func¸o˜es
transmissibilidade nume´rica e experimental, avaliadas para cada uma das frequeˆncias de con-
trolo ωk, e dada por,
kmax∑
k
|<(Tij(ωk)− T xij(ωk)) + =(Tij(ωk)− T xij(ωk))| (3.13)
sendo kmax o nu´mero total de frequeˆncias de controlo e Tij(ωk) e T
x
ij(ωk) as func¸o˜es transmis-
sibilidade, respectivamente nume´rica e experimental, para a frequeˆncia de controlo ωk.
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O algoritmo de minimizac¸a˜o utilizado cumpre o procedimento do algoritmo de Nelder-Mead,
implementado no software Matlab® atrave´s da func¸a˜o de minimizac¸a˜o fminisearch. Refira-se
que, uma vez que o algoritmo e´ um me´todo de optimizac¸a˜o sem restricc¸o˜es, os resultados apenas
sera˜o va´lidos se, no final do processo de minimizac¸a˜o, se verificarem as seguintes condic¸o˜es [19]:
G∞ > G0, τ > 0, 0 < α < 1 (3.14)
3.8 LAC - “Local Amplitude Criterion”
Para avaliar a qualidade do processo de identificac¸a˜o, e´ utilizado um indicador de correlac¸a˜o
para func¸o˜es de resposta em frequeˆncia que permite quantificar em termos nume´ricos o n´ıvel
de correlac¸a˜o entre as func¸o˜es de transmissibilidade geradas numericamente e experimentais.
O indicador local LAC permite avaliar o n´ıvel de correlac¸a˜o individual para cada grau de
















onde T xij(ω) e Tij(ω) sa˜o, respectivamente, a transmissibilidade de deslocamento experimental e
nume´rica em func¸a˜o da frequeˆncia entre os graus de liberdade i e j. O operador (•)H representa
a transposic¸a˜o do complexo conjugado.
O LAC e´ um indicador que compara o n´ıvel de correlac¸a˜o entre duas func¸o˜es de resposta
em frequeˆncia em func¸a˜o da frequeˆncia, obtendo-se um valor para o n´ıvel de correlac¸a˜o com-
preendido entre 0 (nenhuma correlac¸a˜o) e 1 (correlac¸a˜o perfeita).
3.9 Descric¸a˜o do processo
Nas figuras 3.10 e 3.11 apresenta-se um fluxograma do processo de identificac¸a˜o inversa
dos paraˆmetros do modelo constitutivo para caracterizac¸a˜o das propriedades do material vis-
coela´stico com base no modelo de elementos finitos e nas func¸o˜es de transmissibilidade.
Na figura 3.10 e´ apresentada a primeira fase do me´todo inverso, na qual sa˜o introduzidos os
dados geome´tricos do provete compo´sito, as propriedades das camadas ela´sticas e viscoela´sticas
e a discretizac¸a˜o, e sa˜o determinadas as matrizes espaciais de massa global M e as matrizes
de rigidez Ke e Kv, que correspondem a` matriz de rigidez das camadas ela´sticas e a` matriz de
rigidez ela´stica da camada viscoela´stica, respectivamente. Refira-se que a matriz de rigidez das
camadas viscoela´sticas apresenta o mo´dulo complexo factorizado, ou seja, e´ calculada para um
mo´dulo unita´rio, E¯ (ω) = 1.
Na fase de identificac¸a˜o propriamente dita, ilustrada na figura 3.11, e´ definido o modelo
constitutivo do material viscoela´stico baseado no modelo de derivadas fracciona´rias de quatro
paraˆmetros, e e´ definida a estimativa dos paraˆmetros do modelo.
Apo´s a selecc¸a˜o adequada das frequeˆncias de controlo, e´ iniciado o processo iterativo no qual
o res´ıduo entre as func¸o˜es transmissibilidade nume´rica e experimental e´ avaliado para cada uma
das frequeˆncias de controlo e os paraˆmetros do modelo va˜o sendo optimizados. O processo e´
repetido ate´ que o res´ıduo seja inferior a um certo valor de toleraˆncia ou o nu´mero ma´ximo de
iterac¸o˜es seja excedido.
O processo termina com a identificac¸a˜o dos paraˆmetros o´ptimos do modelo constitutivo,
com os quais sa˜o calculados o mo´dulo de ganho de corte, G(ω), e o factor de perda, η(ω), ao
longo de toda a banda de frequeˆncias em estudo. E´ ainda realizda uma ana´lise comparativa
3.9. DESCRIC¸A˜O DO PROCESSO 29




Processo de identificação das propriedades 
do material viscoelástico 
Introdução de dados 
Geometria das vigas:           
Propriedades do material elástico:          
Propriedades do material viscoelástico:               
 
      
        






Figura 3.10: Fluxograma do processo de identificac¸a˜o - I
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Figura 3.11: Fluxograma do processo de identificac¸a˜o - II
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3.10 Provetes
De seguida, sa˜o apresentados os provetes utilizados, as suas dimenso˜es, configurac¸a˜o e
paraˆmetros das malhas de elementos finitos. Para a caracterizac¸a˜o das propriedades do material
viscoela´stico, foram utilizados treˆs provetes representativos da configurac¸a˜o de tratamento inte-
grado ou configurac¸a˜o sandwich com as faces em alumı´nio e o nu´cleo em material viscoela´stico
ISD112.
3.10.1 Propriedades geome´tricas e materiais
Na tabela 3.1 apresentam-se as propriedades geome´tricas dos diferentes provetes, e na ta-
bela 3.2 as propriedades dos materiais.
Tabela 3.1: Propriedades geome´tricas dos provetes
Provete Comprimento /mm ha/hv/ha /mm Largura /mm
P180 180 1/0.127/1 10
P220 220 1/0.127/1 10
P300 300 1/0.127/1 10
Tabela 3.2: Propriedades dos materiais dos provetes
Material E/Pa ν ρ /kg ·m−3
Alumı´nio 61× 109 0.3 2543
Viscoela´stico 3M ISD112 - 0.49 1140
Refira-se que, a espessura da viga sandwich e´ dada pela soma da espessura de duas camadas
de material ela´stico (1mm+ 1mm) e da espessura da camada de material viscoela´stico ISD112
que e´ de 0.127mm. Ale´m disso, o comprimento real dos provetes tem uma extensa˜o de 15mm,
que corresponde ao comprimento de encastramento, de forma que o comprimento apresentado
na tabela 3.1 representa o comprimento livre do provete encastrado-livre.
3.10.2 Modelo de elementos finitos
Os diferentes provetes analisados foram discretizados de modo que cada elemento apresen-
tasse um comprimento igual a 5mm. Os paraˆmetros das malhas de elementos finitos esta˜o
apresentados na tabela 3.3.
Tabela 3.3: Discretizac¸a˜o dos provetes
Provete nuels nutnos nunos ndof ndofe ndofa
P180 36 37 2 5 10 180
P220 44 45 2 5 10 220
P300 60 61 2 5 10 300
em que, nuels representa o nu´mero de elementos do provete, nutnos o nu´mero de no´s, nunos o
nu´mero de no´s por elemento, ndof o nu´mero de graus de liberdade por no´, ndofe o nu´mero de
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graus de liberdade por elemento, e ndofa o nu´mero de graus de liberdade activos do provete.
3.10.3 Transmissibilidades a T≈ 24ºC
As func¸o˜es transmissibilidade medidas conforme descrito na secc¸a˜o 3.4 para os treˆs provetes
sa˜o apresentadas nas figuras 3.12, 3.13 e 3.14.



















Figura 3.12: Transmissibilidade experimental do provete P180 - T≈ 24ºC





















Figura 3.13: Transmissibilidade experimental do provete P220 - T≈ 24ºC
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Figura 3.14: Transmissibilidade experimental do provete P300 - T≈ 24ºC




A n´ıvel da optimizac¸a˜o, com vista a uma melhor caracterizac¸a˜o das propriedades do ma-
terial partindo de resultados mais precisos para os paraˆmetros do modelo constitutivo, foram
definidos algoritmos de identificac¸a˜o baseados num processo de identificac¸a˜o bieta´pico. O algo-
ritmo de identificac¸a˜o e´ baseado na minimizac¸a˜o do desvio entre as func¸o˜es transmissibilidade
nume´rica e experimental, recorrendo a` func¸a˜o de minimizac¸a˜o dispon´ıvel pelo software Ma-
tlab®, fminsearch, determinado para um conjunto de frequeˆncias de controlo, ωk, definidas
com base num novo crite´rio de selecc¸a˜o.
4.2 Frequeˆncias de controlo
A primeira modificac¸a˜o introduzida consistiu na alterac¸a˜o da selecc¸a˜o das frequeˆncias de
controlo que, anteriormente definidas pelo ma´ximo e mı´nimo da parte real e ma´ximo absoluto
da parte imagina´ria da func¸a˜o transmissibilidade, sa˜o agora definidas por todas as frequeˆncias
de uma banda gene´rica definida pelos limites ω1 e ω2 e situada na zona de ressonaˆncia como se
pode ver pela figura 4.1.
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Figura 4.1: Selecc¸a˜o das frequeˆncias de controlo nas partes real e imagina´ria da func¸a˜o trans-
missibilidade
Os valores obtidos para os paraˆmetros do modelo constitutivo com o processo de identificac¸a˜o
inversa, utilizando diferentes bandas de frequeˆncias de controlo na zona de ressonaˆncia, para
cada um dos provetes, sa˜o apresentados na tabela 4.1.
Tabela 4.1: Paraˆmetros do modelo constitutivo com selecc¸a˜o de todas as frequeˆncias
Provete ω1/Hz ω2/Hz G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180
43.5 51 8.163× 104 6.335× 107 0.686 8.720× 10−6
41.5 56 −5.429× 105 1.432× 107 0.477 3.060× 10−5
39 58 1.712× 104 2.245× 107 0.668 3.770× 10−5
31.5 64 −3.887× 105 1.269× 108 0.483 2.810× 10−7
26 70.5 −4.614× 105 1.051× 108 0.462 2.970× 10−7
24.5 78.5 −1.324× 105 2.233× 108 0.573 3.600× 10−7
P220
29 35 9.579× 104 6.601× 107 0.696 9.800× 10−6
30.75 32.25 8.963× 104 7.040× 107 0.693 8.820× 10−6
30 34.75 8.165× 104 6.290× 107 0.685 9.650× 10−6
23.75 42.75 −1.220× 106 1.160× 107 0.307 1.520× 10−5
32 40 −1.130× 106 9.680× 106 0.329 3.490× 10−5
12.5 58.25 −5.889× 104 2.110× 108 0.593 5.410× 10−7
P300
15 19.5 1.139× 105 4.604× 107 0.647 7.000× 10−6
14.5 21 1.092× 105 4.133× 107 0.641 7.832× 10−6
11.75 22.75 1.156× 105 4.065× 107 0.649 8.674× 10−6
12 25.5 1.021× 105 5.197× 107 0.631 4.927× 10−6
8.25 30 9.790× 104 6.741× 107 0.624 2.992× 10−6
6.25 57 9.896× 104 2.588× 107 0.631 1.522× 10−5
Em vez de se utilizar uma banda aleato´ria, utilizou-se igualmente uma banda de frequeˆncias
de controlo ainda situada na ressonaˆncia, mas agora definida pelos limites correspondentes ao
ma´ximo e mı´nimo da parte real da func¸a˜o transmissibilidade, definidos respectivamente por ωA
e ωB . Os resultados obtidos para os diferentes provetes esta˜o apresentados na tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Paraˆmetros do modelo na banda de frequeˆncias situada entre o ma´ximo e mı´nimo
da parte real da func¸a˜o transmissibilidade
Provete ωA/Hz ωB/Hz n G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180 42 53 23 9.426× 104 6.308× 107 0.693 9.230× 10−6
P220 29.25 35.25 25 9.026× 104 6.910× 107 0.691 8.780× 10−6
P300 15.75 18.5 12 1.273× 105 4.378× 107 0.665 8.963× 10−6
em que n representa o nu´mero de frequeˆncias dispon´ıveis e consideradas em cada banda
[ωA; ωB ].
Os resultados da tabela 4.1 revelam uma grande inconsisteˆncia dos valores dos paraˆmetros
do modelo constitutivo e, por vezes, sa˜o obtidos valores negativos para o paraˆmetro G0, normal-
mente quando sa˜o seleccionadas bandas de maior largura, o que pode ser explicado pelo maior
nu´mero de frequeˆncias de controlo seleccionadas, dificultando o processo de optimizac¸a˜o. Estes
resultados tornam inva´lida a identificac¸a˜o dos paraˆmetros na˜o permitindo, nestas condic¸o˜es, a
correcta caracterizac¸a˜o do mo´dulo complexo. No caso do provete P300, os resultados sa˜o bas-
tante satisfato´rios, como se pode ver pela tabela 4.1, na˜o tendo sido obtidos valores negativos
para o paraˆmetros G0 em nenhuma banda.
Por sua vez, os resultados da tabela 4.2 apresentam uma melhor consisteˆncia quando se uti-
liza a primeira ressonaˆncia, o que na˜o acontece com a segunda ressonaˆncia, conforme resultados
apresentados no Apeˆndice D.
4.2.1 Frequeˆncias de controlo com restric¸a˜o da banda
Com base nos resultados obtidos, tornou-se enta˜o necessa´rio definir um novo crite´rio para
a escolha das frequeˆncias de controlo que permitisse reduzir, ate´ mesmo evitar se poss´ıvel, o
nu´mero de casos com resultados negativos para o paraˆmetro G0.
Para tal, a banda de frequeˆncias de controlo passou a ser uma banda estreita, no sentido em
que esta´ contida na banda definida pelo ma´ximo e mı´nimo da parte real da func¸a˜o transmissi-
bilidade, e garantindo a inclusa˜o do ma´ximo absoluto da parte imagina´ria (ωR) como uma das
frequeˆncias de controlo. Os resultados obtidos para diferentes bandas estreitas de frequeˆncias
para o provete P220 sa˜o apresentados na tabela 4.3.
Tabela 4.3: Paraˆmetros do modelo para o provete P220 com restric¸a˜o da banda
ωA/Hz ωR/Hz ωB/Hz G0/Pa G∞/Pa α τ/s
29.25 32 35.25 9.026× 104 6.910× 107 0.691 8.780× 10−6
30.75 32 33.25 1.019× 105 8.978× 107 0.698 6.430× 10−6
31.25 32 32.25 9.164× 104 6.771× 107 0.694 1.040× 10−5
30.25 32 34 8.718× 104 6.144× 107 0.691 1.047× 10−5
29.5 32 35.25 −1.308× 105 4.705× 107 0.568 5.600× 10−6
30.75 32 35.25 −1.361× 105 2.526× 107 0.569 1.740× 10−5
E´ poss´ıvel observar que os valores dos paraˆmetros melhoraram, reduzindo-se significati-
vamente o nu´mero de casos com resultados negativos para o paraˆmetro G0. No entanto, a
ocorreˆncia desta situac¸a˜o na˜o e´ satisfato´ria e justifica a necessidade de melhoramento do algo-
ritmo de identificac¸a˜o.
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4.3 Algoritmo G0 G∞ α τ
Os resultados anteriormente apresentados foram determinados considerando o processo de
identificac¸a˜o previamente estabelecido, designado a partir de agora por algoritmo G0 G∞ α τ
(tabela 4.4), definido por uma u´nica etapa de optimizac¸a˜o em que os quatro paraˆmetros do
modelo sa˜o optimizados simultaneamente.
Tabela 4.4: Algoritmo G0 G∞ α τ
Algoritmo Paraˆmetros optimizados
G0 G∞ α τ G0, G∞, α, τ
Face aos resultados obtidos, foi desenvolvido um estudo sobre o provete P220 considerando
duas bandas de frequeˆncias com resultados bastantes distintos, de modo a tentar compreender
a inconsisteˆncia dos resultados obtidos na identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo e na carac-
terizac¸a˜o das propriedades do material. Para tal, foram desenvolvidas as seguintes ana´lises:
 Representac¸a˜o da taxa de variac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo no processo de
identificac¸a˜o;
 Determinac¸a˜o das func¸o˜es de resposta em frequeˆncia de tipo transmissibilidade experi-
mentais e nume´ricas, indicador local LAC, e propriedades do material viscoela´stico.
4.3.1 Paraˆmetros do modelo constitutivo
Com o algoritmo de identificac¸a˜o G0 G∞ α τ , foram identificados os paraˆmetros do mo-
delo constitutivo considerando duas bandas de frequeˆncias situadas na vizinhanc¸a da primeira
ressonaˆncia. Os resultados sa˜o apresentados na tabela 4.5.
Tabela 4.5: Paraˆmetros do modelo constitutivo com o algoritmo G0 G∞ α τ
Algoritmo ω1/Hz ω2/Hz G0/Pa G∞/Pa α τ/s
G0 G∞ α τ
29.25 35.25 9.026× 104 6.910× 107 0.691 8.780× 10−6
29.5 35.25 −1.308× 105 4.705× 107 0.568 5.600× 10−6
Na figura 4.2 e´ apresentada a taxa de variac¸a˜o dos paraˆmetros para a primeira banda
de frequeˆncias considerada ([29.25 35.25] Hz), e na figura 4.3 para a segunda banda ([29.5
35.25] Hz), durante o processo de identificac¸a˜o. As taxas de variac¸a˜o sa˜o determinadas para a
primeira frequeˆncia da banda considerada.
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Figura 4.2: Taxa de variac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo na banda de frequeˆncias [29.25 35.25] Hz
com o algoritmo G0 G∞ α τ









































Figura 4.3: Taxa de variac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo na banda de frequeˆncias [29.5 35.25] Hz
com o algoritmo G0 G∞ α τ
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Analisando os resultados, e´ poss´ıvel verificar que os paraˆmetros G∞, α e τ apresentam taxas
de variac¸a˜o aproximadamente iguais para as duas bandas consideradas. Para o paraˆmetro G0,
pore´m, ja´ se verifica uma grande alterac¸a˜o na taxa de variac¸a˜o com a banda de frequeˆncias
considerada, e que para certas bandas, como no caso de [29.5 35.35] Hz, apenas e´ obtida a
sua convergeˆncia quando ja´ apresenta valores negativos, causando a divergeˆncia dos restantes
paraˆmetros no final do processo e conduzindo a resultados fisicamente inconsistentes.
Verifica-se igualmente que os valores ma´ximos das taxas de variac¸a˜o de cada paraˆmetro do
modelo constitutivo sa˜o superiores para o caso da segunda banda considerada, o que evidencia
tambe´m a maior dificuldade na optimizac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo durante o processo
iterativo devido ao paraˆmetro G0, que na˜o permitira´ a convergeˆncia dos restantes paraˆmetros
para valores adequados.
4.3.2 Func¸a˜o de resposta em frequeˆncia/LAC/Propriedades do mate-
rial
As func¸o˜es transmissibilidade nume´rica e experimental e o indicador local LAC sa˜o apresen-
tadas nas figuras 4.4 e 4.5 para a primeira banda de frequeˆncias considerada ([29.25 35.25] Hz),
e nas figuras 4.6 e 4.7 para a segunda banda ([29.5 35.25] Hz). As propriedades do material,
mo´dulo de ganho G(ω) e factor de perda η(ω), para as bandas consideradas, sa˜o ilustradas na
figura 4.8.























Figura 4.4: Comparac¸a˜o da transmissibilidade experimental e nume´rica - [29.25 35.25] Hz -
T≈ 24ºC
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Figura 4.5: Indicador local LAC - [29.25 35.25] Hz























Figura 4.6: Comparac¸a˜o entre a transmissibilidade experimental e nume´rica - [29.5 35.25] Hz -
T≈ 24ºC








Figura 4.7: Indicador local LAC - [29.5 35.25] Hz
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Figura 4.8: Propriedades do material viscoela´stico - [29.25 35.25] Hz / [29.5 35.25] Hz - T≈ 24ºC
A representac¸a˜o da func¸a˜o transmissibilidade nume´rica encontra-se dentro do esperado,
mesmo no caso da segunda banda, na˜o aparentado ser muito influenciada pelos resultados dos
paraˆmetros, pois na˜o apresenta alterac¸o˜es significativas, havendo sempre uma boa correlac¸a˜o
entre esta e a transmissibilidade experimental para toda a banda de frequeˆncias analisada, dada
pelo indicador local LAC.
Os resultados para o mo´dulo de ganho e factor de perda, no caso da primeira banda ana-
lisada, encontram-se dentro do esperado mas no segundo caso, como seria de esperar, devido
ao valor negativo do paraˆmetro G0, estas propriedades apresentam valores negativos, tornando
inva´lida a sua caracterizac¸a˜o. Refira-se que, para todas as bandas analisadas para as quais
foram obtidos valores negativos do paraˆmetro G0, as curvas caracter´ısticas de G(ω) e η(ω) sa˜o
em todo semelhantes a`s apresentadas para o caso da segunda banda de frequeˆncias.
4.4 Algortimos de identificac¸a˜o
Na perspectiva de melhorar o processo de identificac¸a˜o, foram estabelecidos diferentes algo-
ritmos de identificac¸a˜o definidos por etapas, entre os quais se fizeram variar alguns aspectos,
nomeadamente, a ordem das etapas e o nu´mero de paraˆmetros optimizados em cada etapa, com
vista a` definic¸a˜o de um novo algoritmo, eficiente na identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo
constitutivo, e pouco sens´ıvel a determinados factores, em particular, a` selecc¸a˜o das frequeˆncias
de controlo e a` estimativa dos paraˆmetros.
Os diversos algoritmos desenvolvidos foram definidos por um processo de identificac¸a˜o
bieta´pico, em que a primeira etapa e´ iniciada com a estimativa dos paraˆmetros do modelo e sa˜o
definidos os paraˆmetros a optimizar. Assim, partindo-se do valor optimizado dos paraˆmetros
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da primeira etapa, procede-se a` segunda etapa do processo, que pode ser realizada partindo de
valores mais adequados para os paraˆmetros.
Na tabela 4.6 apresentam-se os diferentes algoritmos definidos e os paraˆmetros optimizados
em cada uma das etapas.
Tabela 4.6: Algoritmos de identificac¸a˜o bieta´picos e respectivas etapas
Algoritmo Paraˆmetros optimizados
1ª Etapa 2ª Etapa
α τ - G0 G∞ α, τ G0, G∞
G∞ α τ - G0 G∞, α, τ G0
α τ - G0 G∞ α τ α, τ G0, G∞, α, τ
G0 G∞ - α τ G0, G∞ α, τ
α - G0 G∞ τ α G0, G∞, τ
τ - G0 G∞ α τ G0, G∞, α
4.4.1 Ana´lise dos resultados
Foram determinados os paraˆmetros do modelo para o provete P220 referentes a cada um
dos algoritmos de identificac¸a˜o para diferentes bandas de frequeˆncias, apresentados desde a
tabela 4.5 ate´ a` tabela 4.9.
Algoritmos α τ - G0 G∞ / G∞ α τ - G0
Tabela 4.7: Paraˆmetros do modelo com algoritmos de identificac¸a˜o α τ - G0 G∞ / G∞ α τ -
G0
Algoritmo ω1/Hz ω2/Hz G0/Pa G∞/Pa α τ/s
α τ - G0 G∞
20 30 9.436× 104 1.002× 108 0.727 7.540× 10−6
29.25 35.25 9.993× 104 1.000× 108 0.695 5.300× 10−6
23.75 42.75 9.799× 104 1.003× 108 0.694 5.230× 10−6
13.5 51.75 9.633× 104 1.003× 108 0.691 5.070× 10−6
17.75 51.25 9.393× 104 1.005× 108 0.689 4.950× 10−6
12.5 58.25 9.500× 104 1.003× 108 0.690 4.990× 10−6
G∞ α τ - G0
20 30 9.838× 104 7.519× 107 0.729 1.130× 10−5
29.25 35.25 1.000× 105 6.807× 107 0.697 9.440× 10−6
23.75 42.75 9.978× 104 6.062× 107 0.698 1.120× 10−5
13.5 51.75 9.843× 104 6.864× 107 0.693 8.940× 10−6
17.75 51.25 9.843× 104 6.718× 107 0.694 9.240× 10−6
12.5 58.25 9.766× 104 5.350× 107 0.694 1.290× 10−5
Os resultados obtidos, para o caso do algoritmo α τ - G0 G∞ e G∞ α τ - G0, revelam uma
melhoria substancial relativamente ao algoritmoG0 G∞ α τ , especialmente para o paraˆmetroG0
que deixa de apresentar valores negativos para qualquer banda de frequeˆncias, encontrando-se
os quatro paraˆmetros de acordo com o esperado.
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Refira-se que, os resultados mais satisfato´rios, obtidos com os dois algoritmos de identificac¸a˜o
definidos, ocorrem para bandas de maior largura, isto e´, bandas em que e´ considerado um maior
nu´mero de frequeˆncias de controlo.
Algoritmos α τ - G0 G∞ α τ / G0 G∞ - α τ
Tabela 4.8: Paraˆmetros do modelo com algoritmos de identificac¸a˜o α τ - G0 G∞ α τ / G0 G∞
- α τ
Algoritmo ω1/Hz ω2/Hz G0/Pa G∞/Pa α τ/s
α τ - G0 G∞ α τ
20 30 −2.600× 103 1.590× 108 0.656 1.980× 10−6
29.25 35.25 −1.680× 105 1.590× 108 0.546 1.890× 10−6
23.75 42.75 −1.230× 106 1.380× 107 0.298 7.140× 10−6
13.5 51.75 −1.067× 106 1.711× 107 0.315 3.864× 10−6
17.75 51.25 −8.278× 105 6.803× 107 0.337 6.480× 10−8
12.5 58.25 −3.531× 105 1.844× 108 0.463 8.490× 10−8
G0 G∞ - α τ
20 30 −3.360× 105 2.574× 107 0.500 1.000× 10−5
29.25 35.25 −3.045× 105 2.515× 107 0.500 1.000× 10−5
23.75 42.75 −3.049× 105 2.513× 107 0.499 9.930× 10−6
13.5 51.75 −3.032× 105 2.509× 107 0.500 9.920× 10−6
17.75 51.25 −3.034× 105 2.509× 107 0.500 9.920× 10−6
12.5 58.25 −3.022× 105 2.504× 107 0.499 9.930× 10−6
Para estes dois algoritmos foram obtidos valores negativos para G0 em praticamente todas
as bandas de frequeˆncias analisadas.
No caso do algoritmo α τ - G0 G∞ α τ , verifica-se que os valores obtidos para α e τ no final da
primeira etapa do processo sa˜o valores geralmente pro´ximos dos seus valores o´ptimos. A segunda
etapa deste processo de optimizac¸a˜o sera´, uma vez que sa˜o optimizados os quatro paraˆmetros
simultaneamente, equivalente ao algoritmo G0 G∞ α τ com alterac¸a˜o das estimativas de α e τ
para os valores obtidos no final da primeira etapa deste algoritmo.
Assim, recorrendo ao algoritmo G0 G∞ α τ , foram alteradas as estimativas de α e τ para
os valores obtidos no final da primeira etapa deste algoritmo e verificou-se que praticamente
todos os resultados pioraram, revelando que as novas estimativas sa˜o inadequadas e conduzem
a resultados insatisfato´rios.
No caso do algoritmo G0 G∞ - α τ , os maus resultados podem ser explicados pelo facto
de ser primeiro optimizado o paraˆmetro G0 que, como dito anteriormente, e´ o paraˆmetro com
menor taxa de optimizac¸a˜o e o u´ltimo a convergir durante o processo iterativo.
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Algoritmos α - G0 G∞ τ / τ - G0 G∞ α
Tabela 4.9: Paraˆmetros do modelo com algoritmos α - G0 G∞ τ / τ - G0 α G∞
Algoritmo ω1/Hz ω2/Hz G0/Pa G∞/Pa α τ/s
α - G0 G∞ τ
20 30 1.363× 105 8.156× 107 0.758 1.260× 10−5
29.25 35.25 1.926× 105 6.556× 107 0.761 1.580× 10−5
23.75 42.75 1.938× 105 7.269× 107 0.761 1.380× 10−5
13.5 51.75 1.973× 105 6.967× 107 0.763 1.460× 10−5
17.75 51.25 1.920× 105 5.128× 107 0.763 2.210× 10−5
12.5 58.25 1.933× 105 4.680× 107 0.763 2.470× 10−5
τ - G0 α G∞
20 30 −1.307× 105 2.306× 108 0.580 4.220× 10−7
29.25 35.25 −3.083× 105 1.106× 108 0.484 3.700× 10−7
23.75 42.75 −1.204× 106 2.840× 107 0.283 3.490× 10−7
13.5 51.75 −9.972× 105 3.384× 107 0.313 3.490× 10−7
17.75 51.25 −8.602× 105 3.909× 107 0.336 3.490× 10−7
12.5 58.25 −9.317× 105 3.591× 107 0.323 3.490× 10−7
Os paraˆmetros do modelo identificados com estes algoritmos revelaram-se tambe´m inade-
quados, com o paraˆmetro G0 a apresentar valores negativos em praticamente todas as bandas
consideradas.
4.5 Algoritmos de identificac¸a˜o α τ - G0 G∞ / G∞ α τ - G0
Face aos resultados obtidos nas secc¸o˜es anteriores com as diferentes variantes desenvolvidas
para o algoritmo de identificac¸a˜o bieta´pico, seleccionaram-se as variantes que conduziram a
melhores resultados, nomeadamente os algoritmos α τ - G0 G∞ e G∞ α τ - G0 que sa˜o apre-
sentados mais detalhadamente, e com os quais se procedeu a` identificac¸a˜o dos paraˆmetros do
modelo constitutivo e a` caracterizac¸a˜o do mo´dulo complexo do material.
O processo de identificac¸a˜o referente ao algoritmo α τ - G0 G∞ e´ descrito pelas figuras 4.9
e 4.10, e para o algoritmo G∞ α τ - G0 pelas figuras 4.11 e 4.12.
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Figura 4.9: Fluxograma do processo de identificac¸a˜o com o algoritmo α τ - G0 G∞ - I
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Figura 4.10: Fluxograma do processo de identificac¸a˜o com o algoritmo α τ - G0 G∞ - II
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Figura 4.11: Fluxograma do processo de identificac¸a˜o com o algoritmo G∞ α τ - G0 - I
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Figura 4.12: Fluxograma do processo de identificac¸a˜o com o algoritmo G∞ α τ - G0 - II
4.5.1 Func¸a˜o de resposta em frequeˆncia e indicador local LAC
As func¸o˜es transmissibilidade sa˜o ilustradas na figura 4.13 para o algoritmo de identificac¸a˜o
α τ - G0 G∞, e na figura 4.15 para o algoritmo de identificac¸a˜o G∞ α τ - G0. O indicador local
LAC e´ apresentado nas figuras 4.14 e 4.16.
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Figura 4.13: Comparac¸a˜o da transmissibilidade experimental e nume´rica para os diferentes
provetes com o algoritmo α τ - G0 G∞ - T≈ 24ºC
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Figura 4.14: Indicador local LAC para os diferentes provetes com o algoritmo α τ - G0 G∞
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Figura 4.15: Comparac¸a˜o da transmissibilidade experimental e nume´rica para os diferentes
provetes com o algoritmo G∞ α τ - G0 - T≈ 24ºC
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Figura 4.16: Indicador local LAC para os diferentes provetes com o algoritmo G∞ α τ - G0
As func¸o˜es transmissibilidade obtidas numericamente a partir dos dois algoritmos definidos
esta˜o de acordo com os resultados da Ref.[12].
A partir do indicador local de correlac¸a˜o LAC, verifica-se uma boa correlac¸a˜o entre as func¸o˜es
transmissibilidade nume´rica e experimental ao longo de toda a banda de frequeˆncias analisada.
Apenas o provete P300 apresenta uma fraca correlac¸a˜o para certas frequeˆncias (figuras 4.14 e
4.16) devido a uma perturbac¸a˜o verificada na func¸a˜o transmissibilidade experimental.
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4.5.2 Propriedades do material viscoela´stico
As propriedades do material, G(ω) e η(ω), obtidas para os treˆs provetes na vizinhanc¸a
da primeira ressonaˆncia, sa˜o apresentadas na figura 4.17 para os algoritmos de identificac¸a˜o
considerados.


































(a) Algoritmo α τ - G0 G∞


































(b) Algoritmo G∞ α τ - G0
Figura 4.17: Propriedades do material viscoela´stico para os diferentes provetes com os algorit-
mos α τ - G0 G∞ / G∞ α τ - G0 - T≈ 24ºC
Na tabela 4.10 e´ apresentado o erro cometido na estimativa das propriedades relativamente
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ao valor obtido atrave´s do nomograma do material [14], para diferentes frequeˆncias, com respec-
tiva representac¸a˜o nas figuras 4.18, 4.19 e 4.20, considerando func¸o˜es transmissibilidade medidas
a 24ºC.
Tabela 4.10: Erro na determinac¸a˜o de G(ω) e η(ω) - T≈ 24ºC
α τ - G0 G∞ G∞ α τ - G0
Provete Erro G (%) Erro η (%) Erro G (%) Erro η (%)
ω=10Hz
P180 5.68 22.33 6.22 22.65
P220 2.12 24.63 2.49 24.86
P300 2.50 3.75 2.58 3.84
ω=50Hz
P180 0.78 33.91 0.82 33.87
P220 5.62 35.12 5.84 34.94
P300 4.45 16.28 4.11 15.85
ω=100Hz
P180 7.12 36.55 7.57 36.16
P220 12.14 37.46 12.79 36.86
P300 2.54 19.92 1.90 19.04
ω=200Hz
P180 19.43 38.99 20.33 38.04
P220 24.19 39.63 25.27 38.39
P300 6.23 23.76 7.19 22.24
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Figura 4.18: Erro na estimativa de G(ω) e η(ω) para P180 em func¸a˜o da frequeˆncia - T≈ 24ºC
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Figura 4.19: Erro na estimativa de G(ω) e η(ω) para P220 em func¸a˜o da frequeˆncia - T≈ 24ºC
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Figura 4.20: Erro na estimativa de G(ω) e η(ω) para P300 em func¸a˜o da frequeˆncia - T≈ 24ºC
A partir da figura 4.17 e´ poss´ıvel constatar que com o aumento da frequeˆncia os resulta-
dos fornecidos pelo nomograma tornam-se mais pro´ximos dos obtidos para o mo´dulo de ganho
do provete P300, com erros bastante inferiores relativamente aos dos restantes provetes (ta-
bela 4.10), seguindo-se o provete P180 e P220. Contudo, nas baixas frequeˆncias, em particular
a 10Hz e 50Hz, sa˜o obtidos erros inferiores na determinac¸a˜o do mo´dulo de ganho para os provetes
P220 e P180, respectivamente.
O factor de perda apresenta resultados sempre mais pro´ximos do provete P300 para toda a
banda de frequeˆncias analisada, seguindo-se os provetes P180 e P220.
4.6 Estimativa dos paraˆmetros do modelo constitutivo
A utilizac¸a˜o dos diferentes algoritmos de identificac¸a˜o revelou, por vezes, uma grande in-
flueˆncia da estimativa inicial dos paraˆmetros do modelo constitutivo no resultado final dos
paraˆmetros identificados.
Para os algoritmos bieta´picos α τ - G0 G∞ e G∞ α τ - G0, procedeu-se a uma ana´lise da
influeˆncia dos valores da estimativa inicial dos paraˆmetros no resultado final dos paraˆmetros
identificados. Para isso, analisaram-se va´rias situac¸o˜es com diferentes estimativas iniciais dos
paraˆmetros do modelo constitutivo. Na tabela 4.11 apresentam-se os resultados obtidos para o
provete P220.
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Tabela 4.11: Paraˆmetros do modelo com alterac¸a˜o da estimativa dos paraˆmetros com os algo-
ritmos de identificac¸a˜o G0 G∞ α τ / α τ - G0 G∞ / G∞ α τ - G0 - provete P220
Algoritmo Paraˆmetro G0/Pa G∞/Pa α τ/s
G0 G∞ α τ
9× 104 −2.535× 105 2.987× 107 0.518 8.240× 10−6
G0/inicial 8× 104 5.258× 104 4.942× 107 0.669 1.220× 10−5
7× 104 6.070× 103 4.460× 107 0.643 1.170× 10−5
9× 107 7.343× 104 5.872× 107 0.681 1.040× 10−5
G∞/inicial 8× 107 −2.694× 105 6.709× 107 0.502 1.360× 10−6
7× 107 7.504× 104 4.236× 107 0.686 1.740× 10−5
6× 10−1 −7.808× 103 3.569× 107 0.637 1.600× 10−5
αinicial 7× 10−1 −2.795× 105 2.202× 107 0.514 1.490× 10−5
8× 10−1 1.330× 105 8.829× 107 0.718 7.650× 10−6
8× 10−6 6.580× 104 7.560× 107 0.673 6.595× 10−6
τinicial 6× 10−6 4.138× 104 4.702× 107 0.663 1.263× 10−5
5× 10−6 5.315× 104 7.981× 107 0.666 5.730× 10−6
α τ - G0 G∞
9× 104 9.993× 104 1.000× 108 0.695 5.300× 10−6
G0/inicial 8× 104 9.993× 104 1.000× 108 0.695 5.300× 10−6
7× 104 9.993× 104 1.000× 108 0.695 5.300× 10−6
9× 107 9.993× 104 1.000× 108 0.695 5.300× 10−6
G∞/inicial 8× 107 9.993× 104 1.000× 108 0.695 5.300× 10−6
7× 107 9.993× 104 1.000× 108 0.695 5.300× 10−6
6× 10−1 9.994× 104 1.000× 108 0.695 5.300× 10−6
αinicial 7× 10−1 9.990× 104 9.999× 107 0.695 5.300× 10−6
8× 10−1 9.995× 104 1.000× 108 0.695 5.300× 10−6
8× 10−6 1.000× 105 1.000× 108 0.695 5.300× 10−6
τinicial 6× 10−6 9.999× 104 1.000× 108 0.695 5.297× 10−6
5× 10−6 9.988× 104 9.999× 107 0.695 5.299× 10−6
G∞ α τ - G0
9× 104 1.000× 105 6.807× 107 0.697 9.440× 10−6
G0/inicial 8× 104 1.000× 105 6.807× 107 0.697 9.440× 10−6
7× 104 1.000× 105 6.807× 107 0.697 9.440× 10−6
9× 107 1.000× 105 7.506× 107 0.697 8.150× 10−6
G∞/inicial 8× 107 9.995× 104 6.245× 107 0.698 1.080× 10−5
7× 107 1.000× 105 5.739× 107 0.699 1.220× 10−5
6× 10−1 1.000× 105 7.493× 107 0.697 8.170× 10−6
αinicial 7× 10−1 1.000× 105 1.024× 108 0.695 5.120× 10−6
8× 10−1 9.999× 104 6.814× 107 0.697 9.430× 10−6
8× 10−6 9.988× 104 6.535× 107 0.698 1.000× 10−5
τinicial 6× 10−6 1.000× 105 9.189× 107 0.695 6.020× 10−6
5× 10−6 1.000× 105 9.174× 107 0.695 6.030× 10−6
Nas figuras 4.21 e 4.22 apresenta-se a taxa de variac¸a˜o dos paraˆmetros G∞ e τ com a
alterac¸a˜o da estimativa de α e τ , respectivamente, para o algoritmo G∞ α τ - G0.
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(a) Taxa de variac¸a˜o de G∞































(b) Taxa de variac¸a˜o de τ
Figura 4.21: Taxa de variac¸a˜o dos paraˆmetros G∞ e τ durante o processo iterativo para dife-
rentes valores do paraˆmetro α - algoritmo G∞ α τ - G0 - provete P220




































































(b) Taxa de variac¸a˜o de τ
Figura 4.22: Taxa de variac¸a˜o dos paraˆmetros G∞ e τ durante o processo iterativo para dife-
rentes valores do paraˆmetro τ - algoritmo G∞ α τ - G0 - provete P220
Para o algoritmo α τ - G0 G∞ os resultados obtidos sa˜o bastante satisfato´rios na˜o havendo
nenhuma alterac¸a˜o significativa dos paraˆmetros identificados em que, para o caso de G0 e G∞,
na˜o ha´ qualquer variac¸a˜o. Apenas a alterac¸a˜o das estimativas de α e τ aparenta influenciar
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ligeiramente os resultados.
No algoritmo G∞ α τ - G0, os paraˆmetros identificados ja´ apresentam alguma variac¸a˜o com
a alterac¸a˜o das estimativas. Verifica-se que apenas os paraˆmetros G∞ e τ apresentam variac¸o˜es
significativas, como se pode ver pelas figuras 4.21 e 4.22, mantendo-se G0 e α praticamente
ideˆnticos nos diferentes casos considerados.
Comparando os resultados destes algoritmos com os obtidos com o algoritmo G0 G∞ α
τ (tabela 4.11), e´ poss´ıvel constatar que de facto os dois algoritmos desenvolvidos apresentam
grande insensibilidade a` estimativa dos paraˆmetros do modelo constitutivo, tornando o processo
de identificac¸a˜o bastante robusto e eficiente na identificac¸a˜o dos paraˆmetros, com resultados
fisicamente consistentes ao longo de toda a banda de medic¸a˜o.
No Apeˆndice C apresentam-se, ainda, os paraˆmetros do modelo constitutivo identificados a
partir de uma alterac¸a˜o simultaˆnea da estimativa dos quatro paraˆmetros do modelo.
4.7 Concluso˜es
 A diferenc¸a entre os resultados do P300 dos restantes provetes deve-se, possivelmente, a`
selecc¸a˜o de menos frequeˆncias de controlo na vizinhanc¸a da primeira ressonaˆncia. Para
este provete, sa˜o 12 as frequeˆncias seleccionadas ao passo que, para P180 e P220, sa˜o 23
e 25, respectivamente, como se pode ver pela tabela 4.2. O menor nu´mero de frequeˆncias
de controlo permite um melhor ajustamento das func¸o˜es transmissibilidade experimental
e nume´rica, conduzindo a valores mais adequados para os paraˆmetros;
 Com o algoritmo de identificac¸a˜o G0 G∞ α τ , o nu´mero de frequeˆncias de controlo selecci-
onadas e´ um factor determinante na identificac¸a˜o dos paraˆmetros, conduzindo a resultados
inva´lidos para bandas de maior largura;
 Os resultados obtidos na identificac¸a˜o dos paraˆmetros podem ser influenciados por poss´ıveis
perturbac¸o˜es da func¸a˜o transmissibilidade experimental por ru´ıdo experimental;
 Analisando o processo iterativo, foi poss´ıvel verificar que este e´ executado atrave´s da
func¸a˜o fminsearch de modo ideˆntico para qualquer banda de frequeˆncias. A discrepaˆncia
entre os resultados obtidos pode ser explicada pela convergeˆncia simultaˆnea dos paraˆmetros
dentro da gama de valores esperados nos casos em que sa˜o obtidos resultados razoa´veis
(figura 4.2) ao passo que, nas bandas de frequeˆncias cujos resultados sa˜o inva´lidos (fi-
gura 4.3), verifica-se uma evoluc¸a˜o do paraˆmetro G0 bastante distinta, em que apenas e´
poss´ıvel a sua convergeˆncia quando este atinge valores negativos, causando a divergeˆncia
dos restantes paraˆmetros verificada no final do processo;
 Os resultados ta˜o pro´ximos do esperado para o caso do algoritmo G∞ α τ - G0 devem-
se, possivelmente, a` optimizac¸a˜o apenas de G0 numa segunda etapa, evitando assim o
problema da convergeˆncia deste paraˆmetro que ocorre em certas bandas com o algoritmo
G0 G∞ α τ , e na˜o causando a divergeˆncia dos restantes paraˆmetros;
 A optimizac¸a˜o bieta´pica permite uma maior flexibilidade quanto a` selecc¸a˜o das frequeˆncias
de controlo uma vez que para qualquer banda considerada sa˜o sempre obtidos resultados
satisfato´rios, na˜o sendo necessa´rio uma escolha espec´ıfica, como no caso do algoritmo
definido por uma u´nica etapa;
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 Com base nos resultados obtidos a partir do nomograma do material, foi poss´ıvel constatar
que o factor de perda η(ω), apresenta resultados mais pro´ximos do provete P300 para toda
a banda de frequeˆncias analisada. O mo´dulo de ganho G(ω), apresenta ligeiras diferenc¸as
nas frequeˆncias mais baixas, aproximando-se, contudo, do provete P300 com o aumento
da frequeˆncia;
 O algoritmo α τ - G0 G∞ revelou ser o que apresenta menor sensibilidade a` alterac¸a˜o das





Neste cap´ıtulo, e´ apresentada uma ana´lise de sensibilidades para o algoritmo de identificac¸a˜o
simultaˆnea dos paraˆmetros do modelo constitutivo e para os dois algoritmos bieta´picos consi-
derados no cap´ıtulo anterior. Pretende-se com esta ana´lise avaliar a sensibilidade do mo´dulo de
ganho e do factor de perda do material viscoela´stico caracterizado, e ainda a sensibilidade dos
paraˆmetros do modelo constitutivo durante o processo de optimizac¸a˜o.
5.2 Modelo constitutivo e sensibilidades
O modelo constitutivo de derivadas fracciona´rias de quatro paraˆmetros, ja´ apresentado no





As sensibilidades do mo´dulo de ganho e do factor de perda relativamente a cada um dos
paraˆmetros do modelo constitutivo de fracciona´rias (5.1) sa˜o estabelecidas com base na deter-
minac¸a˜o das expresso˜es das derivadas parciais de G(ω) e η(ω) relativamente a G0, G∞, α e τ
[8–11].
5.2.1 Sensibilidades de G(ω)
As expresso˜es para as derivadas parciais de G(ω) em relac¸a˜o aos paraˆmetros G0, G∞, α e τ
sa˜o dadas pelas equac¸o˜es (5.2), (5.3), (5.4) e (5.5), respectivamente.
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5.2.2 Sensibilidades de η(ω)












As expresso˜es para as derivadas parciais de η(ω) em relac¸a˜o aos paraˆmetros G0, G∞, α e τ
sa˜o dadas pelas equac¸o˜es (5.7), (5.8), (5.10) e (5.14), respectivamente.
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onde,
σ1 = (jωτ)
α + 1 (5.9)

































σ3 = ln(jωτ) (5.13)
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5.2.3 Determinac¸a˜o das sensibilidades
Na fase de optimizac¸a˜o do processo de identificac¸a˜o inversa, as derivadas parciais represen-
tativas das sensibilidades sa˜o calculadas em cada iterac¸a˜o e para cada uma das frequeˆncias de
controlo. Por uma questa˜o de implementac¸a˜o, os valores de cada uma das derivadas parciais
(num total de oito) sa˜o armazenados numa matriz de dimenso˜es l×n em que l corresponde ao
nu´mero de iterac¸o˜es e n ao nu´mero de frequeˆncias de controlo da banda em ana´lise.
Na figura 5.1 e´ ilustrado o processo de identificac¸a˜o implementado no software Matlab® e
as respectivas etapas definidas para a determinac¸a˜o das sensibilidades.
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Figura 5.1: Fluxograma do processo de identificac¸a˜o - sensibilidades
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5.2.4 Ana´lise dos resultados
De seguida, foram determinados os valores me´dios das sensibilidades das propriedades para
o material viscoela´stico em estudo, para os diferentes algoritmos de identificac¸a˜o considerados.
Algoritmo G0 G∞ α τ
O valor me´dio das sensibilidades de G(ω) e η(ω) para cada provete na banda de frequeˆncias
situada entre o ma´ximo e mı´nimo da parte real da func¸a˜o transmissibilidade e´ dado pela ta-
bela 5.1.









G(ω) 0.992 0.017 7.020× 106 8.330× 1010
η(ω) 2.623× 10−6 3.754× 10−9 4.010 14394
P220
G(ω) 0.994 0.013 6.106× 106 7.049× 1010
η(ω) 3.039× 10−6 3.856× 10−9 3.449 18148
P300
G(ω) 0.995 0.010 3.541× 106 3.540× 1010
η(ω) 3.331× 10−6 8.434× 10−9 0.453 27704
Os resultados obtidos revelam uma grande discrepaˆncia entre as sensibilidades determinadas,
apresentando τ , com uma ordem de grandeza muito superior, maior influeˆncia sobre G(ω)
durante o processo de identificac¸a˜o, seguindo-se α, ainda com elevada ordem de grandeza, G0
e por fim, G∞, ambos com valores muito inferiores.
As sensibilidades de η(ω) mostram que esta propriedade e´, tambe´m, mais sens´ıvel ao pa-
raˆmetro τ , seguindo-se α, G0 e G∞. Contudo, os valores determinados apresentam ordens de
grandeza bastante distintas dos obtidos para G(ω).
Algoritmo α τ - G0 G∞
Com o algoritmo α τ - G0 G∞, o valor me´dio das sensibilidades de G(ω) e η(ω) para os
diferentes provetes e´ apresentado na tabela 5.2.









G(ω) 0.995 0.011 4.476× 106 8.011× 1010
η(ω) 2.599× 10−6 2.600× 10−9 1.811 1.758× 104
P220
G(ω) 0.996 0.009 2.866× 106 4.456× 1010
η(ω) 3.018× 10−6 3.018× 10−9 1.087 1.329× 104
P300
G(ω) 0.998 0.004 3.285× 106 9.942× 1010
η(ω) 3.071× 10−6 3.072× 10−9 0.432 6.816× 104
Os resultados da tabela 5.2 esta˜o de acordo com os obtidos com o algoritmo G0 G∞ α τ ,
evidenciando G(ω) e η(ω) maior sensibilidade ao paraˆmetro τ seguido de α, G0 e G∞.
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Algoritmo G∞ α τ - G0
Para o algoritmo G∞ α τ - G0, o valor me´dio das sensibilidades de G(ω) e η(ω) obtido
durante o processo de optimizac¸a˜o e´ apresentado na tabela 5.3.









G(ω) 0.993 0.164 7.323× 107 1.008× 1012
η(ω) 2.600× 10−6 1.069× 10−5 40.093 2.043× 105
P220
G(ω) 0.994 0.135 6.345× 107 7.583× 1011
η(ω) 3.020× 10−6 7.091× 10−6 34.002 2.287× 105
P300
G(ω) 0.996 0.051 2.498× 107 4.288× 1011
η(ω) 3.072× 10−6 2.032× 10−6 4.772 2.869× 105
Para este algoritmo, foram tambe´m obtidos resultados muito semelhantes aos dos algoritmos
anteriormente referidos.
Os resultados apresentados nas tabelas 5.1, 5.2, 5.3 sa˜o apenas valores me´dios das sensibi-
lidades e traduzem apenas um valor me´dio das derivadas parciais das propriedades, pois como
estas dependem do valor de cada paraˆmetro, que e´ actualizado ao longo do processo iterativo,
e da frequeˆncia, devem ser avaliadas individualmente. Contudo, uma vez que a diferenc¸a na
ordem de grandeza das sensibilidades e´ ta˜o significativa, torna-se numa aproximac¸a˜o razoa´vel.
Refira-se que os valores obtidos para as sensibilidades diferem ligeiramente nos treˆs algorit-
mos de identificac¸a˜o, uma vez que os paraˆmetros do modelo para um dada iterac¸a˜o gene´rica, r,
e para uma dada frequeˆncia, sa˜o tambe´m diferentes em cada um dos algoritmos.
A partir da ana´lise de sensibilidades desenvolvida e´ poss´ıvel estabelecer que, apesar das
ligeiras diferenc¸as nas sensibilidades determinadas para cada algoritmo, a ordem de influeˆncia,
definida pelo valor da sensibilidade, dos paraˆmetros no mo´dulo complexo e´ ideˆntica, e e´ apre-
sentada na tabela 5.4.
Tabela 5.4: Ordem de influeˆncia dos paraˆmetros no mo´dulo complexo
G(ω) η(ω)
τ , α, G0, G∞ τ , α, G0, G∞
5.3 Variac¸a˜o do mo´dulo de ganho e do factor de perda
Procedeu-se ainda a uma ana´lise de como o mo´dulo de ganho, G(ω), e o factor de perda,
η(ω), variam com cada paraˆmetro no processo de identificac¸a˜o, para uma dada frequeˆncia da
banda seleccionada. Para tal, foi determinada a taxa de variac¸a˜o das propriedades, G(ω) e η(ω),
para cada paraˆmetro e em cada iterac¸a˜o r do processo de optimizac¸a˜o para uma determinada
frequeˆncia. Em cada iterac¸a˜o, o valor considerado para cada paraˆmetro e´ o correspondente valor
o´ptimo na iterac¸a˜o corrente r. No caso particular dos algoritmos bieta´picos, na primeira etapa
consideram-se para os paraˆmetros fixos nessa etapa as estimativas iniciais e para os paraˆmetros
a optimizar os valores o´ptimos em cada iterac¸a˜o. Na segunda etapa, os valores dos paraˆmetros
fixos sa˜o os valores o´ptimos resultantes da primeira etapa e para os paraˆmetros a optimizar sa˜o
os valores o´ptimos da iterac¸a˜o corrente r.
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Na sequeˆncia da ana´lise anterior, procedeu-se igualmente a` determinac¸a˜o da taxa de variac¸a˜o
dos paraˆmetros do modelo constitutivo em cada iterac¸a˜o durante o processo de identificac¸a˜o.
Para os algoritmos bieta´picos, a taxa de variac¸a˜o em cada etapa corresponde apenas aqueles
paraˆmetros que sa˜o optimizados nessa etapa.
Estas duas ana´lises permitem caracterizar a evoluc¸a˜o do mo´dulo complexo e dos paraˆmetros
do modelo constitutivo ao longo do processo de identificac¸a˜o para os diferentes algoritmos de
identificac¸a˜o estabelecidos.
As ana´lises foram desenvolvidas para o provete P220 e para a primeira frequeˆncia da banda
considerada.
Algoritmo G0 G∞ α τ
A taxa de variac¸a˜o de G(ω) e η(ω), para o algoritmo G0 G∞ α τ , e´ ilustrada nas figuras 5.2
e 5.3, respectivamente. A representac¸a˜o da taxa de variac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo, para a
banda considerada, e´ apresentada na figura 4.2 do cap´ıtulo 4.













































Figura 5.2: Taxa de variac¸a˜o de G(ω) com o algoritmo G0 G∞ α τ
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Figura 5.3: Taxa de variac¸a˜o de η(ω) com o algoritmo G0 G∞ α τ
Os resultados obtidos e apresentados nas figuras 5.2 - 5.3 para a banda de frequeˆncias consi-
derada, revelam que as propriedades G(ω) e η(ω) apresentam maior sensibilidade ao paraˆmetro
τ , uma vez que o valor ma´ximo das taxas de variac¸a˜o das propriedades e´ obtida com este
paraˆmetro, seguindo-se α, G0 e G∞. Apesar de ser com este paraˆmetro que se obte´m a taxa
de variac¸a˜o de G(ω) e η(ω) mais elevada, isto apenas se verifica no in´ıcio do processo iterativo
em que, apo´s a fase inicial do processo, sa˜o os paraˆmetros α e G0 que mais influenciam as
propriedades no decorrer do processo de identificac¸a˜o.
A partir da figura 4.2, verifica-se que e´ poss´ıvel uma convergeˆncia simultaˆnea dos quatro
paraˆmetros o que, como referido anteriormente, revela que o processo de optimizac¸a˜o conduzira´
a bons resultados na identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo, pois e´ evitado o
problema da convergeˆncia do paraˆmetro G0 que se verifica em certas bandas de frequeˆncias.
Algoritmo α τ - G0 G∞
Para o algoritmo α τ - G0 G∞, a taxa de variac¸a˜o de G(ω), de η(ω) e dos paraˆmetros do
modelo e´ representada nas figuras 5.4, 5.5 e 5.6, respectivamente.
Refira-se que, para este algoritmo, as taxas de variac¸a˜o de G(ω) e η(ω) com α e τ sa˜o
determinadas na primeira etapa e as taxas de variac¸a˜o comG0 eG∞ na segunda etapa. De forma
ideˆntica, as taxas de variac¸a˜o de α e τ ao longo do processo de optimizac¸a˜o sa˜o determinadas
na primeira etapa e as taxas de variac¸a˜o de G0 e G∞ na segunda etapa.
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Figura 5.4: Taxa de variac¸a˜o de G(ω) com o algoritmo α τ - G0 G∞











































Figura 5.5: Taxa de variac¸a˜o de η(ω) com o algoritmo α τ - G0 G∞
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Figura 5.6: Taxa de variac¸a˜o dos paraˆmetros com o algoritmo α τ - G0 G∞
Para este algoritmo, a representac¸a˜o da taxa de variac¸a˜o do mo´dulo de ganho e do factor
de perda com os paraˆmetros do modelo constitutivo evidencia ser o paraˆmetro τ o de maior
influeˆncia na primeira etapa e o paraˆmetro G0 na segunda etapa.
Relativamente ao algoritmo anterior, verifica-se que sa˜o obtidas menores taxas de variac¸a˜o
das propriedades em relac¸a˜o a G0 e G∞, uma vez que a optimizac¸a˜o destes paraˆmetros e´
iniciada com os valores ja´ optimizados de α e τ na primeira etapa e, portanto, com valores mais
adequados para estes paraˆmetros. Assim, na segunda etapa de optimizac¸a˜o, os valores podera˜o
ser facilmente ajustados na˜o causando, portanto, grandes variac¸o˜es nas propriedades.
Com este algoritmo, e´ ainda poss´ıvel verificar uma reduc¸a˜o do valor ma´ximo obtido para
as taxas de variac¸a˜o das propriedades, G(ω) e η(ω), com cada um dos paraˆmetros do modelo
constitutivo, relativamente ao algoritmo G0 G∞ α τ .
Comparando a figura 5.6, na qual sa˜o representadas as taxas de variac¸a˜o dos paraˆmetros do
modelo constitutivo durante o processo de identificac¸a˜o com o algoritmo α τ - G0 G∞, com a
figura 4.2 relativa a`s taxas de variac¸a˜o com o algoritmo G0 G∞ α τ , e´ poss´ıvel constatar que,
com este algoritmo, os paraˆmetros convergem mais rapidamente para os seus valores o´ptimos
obtidos no final do processo de identificac¸a˜o. E que consegue-se uma reduc¸a˜o do valor ma´ximo
das taxas de variac¸a˜o G0 e G∞ tambe´m pelo facto da sua optimizac¸a˜o ser iniciada com valores
mais adequados dos paraˆmetros α e τ , facilitando o processo de optimizac¸a˜o, permitindo a
estabilizac¸a˜o mais ra´pida dos seus valores para os valores finais optimizados.
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Algoritmo G∞ α τ - G0
Para o algoritmo G∞ α τ - G0, a taxa variac¸a˜o de G(ω), de η(ω) e dos paraˆmetros do
modelo e´ apresentada nas figuras 5.7, 5.8 e 5.9, respectivamente.
Como referido para o algoritmo anterior, para o presente algoritmo de identificac¸a˜o, a taxa
de variac¸a˜o das propriedades com cada paraˆmetro apresentada e´ tambe´m determinada na etapa
do algoritmo na qual o respectivo paraˆmetro esta´ a ser optimizado.














































Figura 5.7: Taxa de variac¸a˜o de G(ω) com o algoritmo G∞ α τ - G0
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Figura 5.8: Taxa de variac¸a˜o de η(ω) com o algoritmo G∞ α τ - G0









































Figura 5.9: Taxa de variac¸a˜o dos paraˆmetros com o algoritmo G∞ α τ - G0
Para este algoritmo, os resultados sa˜o tambe´m consistentes com a ordem de influeˆncia
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estabelecida para os paraˆmetros do modelo constitutivo sobre as propriedades do material
viscoela´stico (τ , α, G0, G∞).
Apesar da taxa de variac¸a˜o para um dada iterac¸a˜o k ser, na maioria das iterac¸o˜es, mais
elevada com o paraˆmetro τ , isto apenas se verifica no in´ıcio do processo de identificac¸a˜o, em
que apo´s um determinado nu´mero de iterac¸o˜es atingido, G(ω) apresenta maior variac¸a˜o com
o paraˆmetro α, na primeira etapa do processo de identificac¸a˜o. A mesma conclusa˜o pode ser
retirada para η(ω) apresentando, contudo, variac¸o˜es menos significativas.




ideˆntica ao longo do processo de identificac¸a˜o, pois como sa˜o determinadas na segunda etapa
do processo, na qual e´ optimizado apenas o paraˆmetroG0, qualquer variac¸a˜o destas propriedades










determinadas durante o processo de identificac¸a˜o para a mesma iterac¸a˜o r.
Analisando a figura 5.9, e´ poss´ıvel verificar que e´ conseguida uma convergeˆncia mais ra´pida
dos paraˆmetros do modelo constitutivo durante o processo de identificac¸a˜o relativamente aos al-
goritmos anteriormente referidos (figuras 5.6 e 4.2), obtendo-se taxas de variac¸a˜o dos paraˆmetros
inferiores relativamente ao algoritmo α τ - G0 G∞, excepto para o paraˆmetro G0, na˜o sendo,
pore´m, uma diferenc¸a significativa.
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5.4 Variac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo
Face a` consisteˆncia dos resultados obtidos com as ana´lises de sensibilidades anteriormente
desenvolvidas, a seguinte ana´lise e´ desenvolvida apenas para o algoritmo G0 G∞ α τ , pois
como apresenta piores resultados na identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo, torna-se necessa´rio
um estudo mais aprofundado da influeˆncia dos paraˆmetros no modelo constitutivo para este
algoritmo.
Assim, foi estabelecido um processo em que, para cada uma das propriedades G(ω) e η(ω),
e considerando quatro casos distintos obtidos a partir das sensibilidades para o provete P220,
foi determinada a variac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo que permite aproximar as
taxas de variac¸a˜o das propriedades, G(ω) e η(ω), dos resultados obtidos para as correspondentes
sensibilidades.
A taxa de variac¸a˜o das propriedades G(ω) e η(ω) foi calculada para uma determinada
frequeˆncia da seguinte forma,
∆(G, η)
∆(G0, G∞, α, τ)
=
(G, η)k+1 − (G, η)k
(G0, G∞, α, τ)k+1 − (G0, G∞, α, τ)k (5.18)
em que k corresponde a uma iterac¸a˜o gene´rica e cada paraˆmetro varia a` vez.
Partindo dos resultados das derivadas parciais de G(ω) e η(ω) em relac¸a˜o a cada um dos
paraˆmetros, definidas pelas sensibilidades calculadas no processo de identificac¸a˜o, a variac¸a˜o
de cada um dos paraˆmetros, ∆(G0, G∞, α, τ), mantendo os outros constantes, foi ajustada
de forma a serem obtidos valores para as taxas de variac¸a˜o das propriedades o mais pro´ximo
poss´ıvel das respectivas derivadas. A frequeˆncia de controlo e´ de valor ideˆntico ao utilizado no
ca´lculo das sensibilidades.
Esta ana´lise foi tambe´m desenvolvida para o provete P220 e para a primeira frequeˆncia da
banda considerada em cada caso.
As sensibilidades, taxas de variac¸a˜o das propriedades e os valores finais obtidos para a
variac¸a˜o de cada paraˆmetro sa˜o apresentados nas tabelas 5.5 e 5.6 para G(ω), e nas tabelas 5.7
e 5.8 para η(ω) .
Resultados para G(ω)
Tabela 5.5: Sensibilidades e taxas de variac¸a˜o de G(ω)
Caso G0 G∞ α τ
1
∂G
∂(•) 0.994 0.013 5.247× 106 5.335× 1010
∆G
∆(•) 0.994 0.0125 5.357× 106 5.403× 1010
2
∂G
∂(•) 0.994 0.012 5.506× 106 6.591× 1010
∆G
∆(•) 0.994 0.012 5.387× 106 6.458× 1010
3
∂G
∂(•) 0.994 0.013 5.409× 106 5.652× 1010
∆G
∆(•) 0.994 0.014 5.313× 106 5.718× 1010
4
∂G
∂(•) 0.994 0.012 6.144× 106 1.184× 1011
∆G
∆(•) 0.994 0.012 6.153× 106 1.184× 1011
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Tabela 5.6: Variac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo para G(ω)
Caso ∆G0 ∆G∞ ∆α ∆τ
1 ∗ ∗ 6.800× 10−3 8.880× 10−7
2 ∗ ∗ 7.000× 10−3 1.180× 10−6
3 ∗ ∗ 5.900× 10−3 3.930× 10−8
4 ∗ ∗ 4.600× 10−4 1.700× 10−9
Para que melhor se compreenda a ana´lise desenvolvida, tome-se como exemplo os resultados
obtidos relativamente ao paraˆmetro α no primeiro caso considerado. Se no processo de iden-
tificac¸a˜o, e para duas iterac¸o˜es gene´ricas k e k + 1, fossem obtidos valores ideˆnticos para os
paraˆmetros G0, G∞ e τ (e de valor ideˆntico ao utilizado na presente ana´lise), e o ∆α obtido
da iterac¸a˜o k para a iterac¸a˜o k + 1 fosse 6.8× 10−3, o valor obtido para a sensibilidade, ∂G∂α , e
taxa de variac¸a˜o, ∆G∆α , estariam o mais pro´ximo poss´ıvel e de valor ideˆntico ao apresentado na
tabela 5.5. Assim, seria poss´ıvel uma convergeˆncia da taxa de variac¸a˜o de G(ω) com respeito
ao paraˆmetro α para o valor da respectiva derivada parcial (sensibilidade).
No caso de G(ω), consegue-se reproduzir os resultados apresentados na tabela 5.5 para as
sensibilidades aG0 e G∞ para qualquer ∆G0 e ∆G∞ compreendido entre a respectiva estimativa
e o valor o´ptimo, por isso na˜o foi especificado nenhum ∆G0 e ∆G∞ na tabela 5.6.
Estes resultados para ∆G0 e ∆G∞ reflectem que, uma vez que e´ poss´ıvel uma convergeˆncia
dos resultados para qualquer variac¸a˜o destes paraˆmetros, os valores determinados, para cada
iterac¸a˜o r, das sensibilidades ∂G∂G0 e
∂G
∂G∞
, devem ser ideˆnticos ao longo do processo de identi-












, de facto se verifica.
Tal ja´ na˜o e´ poss´ıvel para as sensibilidades a α e τ que requerem um ajustamento muito
preciso de ∆α e ∆τ , respectivamente, para que se verifique uma convergeˆncia dos resultados.
Resultados para η(ω)
Tabela 5.7: Sensibilidades e taxas de variac¸a˜o de η(ω)
Caso G0 G∞ α τ
1
∂η
∂(•) 3.323× 10−6 4.799× 10−9 3.342 18088
∆η
∆(•) 3.323× 10−6 4.799× 10−9 3.346 1.835× 104
2
∂η
∂(•) 3.116× 10−6 3.966× 10−9 3.334 19199
∆η
∆(•) 3.116× 10−6 3.966× 10−9 3.217 1.910× 104
3
∂η
∂(•) 3.088× 10−6 4.429× 10−9 3.400 16076
∆η
∆(•) 3.088× 10−6 4.429× 10−9 3.395 1.605× 104
4
∂η
∂(•) 2.387× 10−6 3.392× 10−9 2.547 31434
∆η
∆(•) 2.387× 10−6 3.392× 10−9 2.539 3.136× 104
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Tabela 5.8: Variac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo para η(ω)
Caso ∆G0 ∆G∞ ∆α ∆τ
1 1 1 0.192 1.082× 10−5
2 1 1 0.192 8.550× 10−5
3 1 1 0.187 10.082× 10−5
4 1 1 0.205 4.750× 10−5
Comparando as tabelas 5.6 e 5.8, e´ poss´ıvel verificar que o mo´dulo de ganho G(ω) apresenta
maior sensibilidade aos paraˆmetros τ e α quando comparado a η(ω), pois e´ necessa´ria uma
menor variac¸a˜o destes paraˆmetros para variar G(ω).
O factor de perda η(ω) apresenta maior sensibilidade a variac¸o˜es dos paraˆmetros τ e α. Con-
tudo, aparenta ser mais influenciado pelos paraˆmetros G0 e G∞ do que G(ω), o que pode ser
validado analisando a evoluc¸a˜o destas propriedades quando sa˜o obtidos valores positivos e nega-
tivos para o paraˆmetro G0 (figura 4.8 do cap´ıtulo 4) em que, no segundo caso, a representac¸a˜o
de η(ω) e´ bastante diferente, havendo uma grande perturbac¸a˜o nas bandas de frequeˆncias mais
baixas, enquanto que para G(ω) esta influeˆncia na˜o e´ ta˜o noto´ria.
5.5 Concluso˜es
 Atrave´s de uma ana´lise de sensibilidades e da variac¸a˜o do mo´dulo complexo do material
viscoela´stico com o processo de identificac¸a˜o, sob a forma de mo´dulo de ganho e factor de
perda, representado atrave´s do modelo de derivadas fracciona´rias de quatro paraˆmetros,
e´ poss´ıvel constatar que este apresenta maior sensibilidade ao paraˆmetro τ , seguindo-se
α, G0 e G∞;
 Os valores obtidos para as sensibilidades sa˜o espec´ıficos para um dado algoritmo de
identificac¸a˜o, isto e´, diferentes algoritmos apresentam diferentes sensibilidades uma vez
que os paraˆmetros do modelo constitutivo sa˜o tambe´m diferentes consoante o algoritmo,
concluindo-se que a sensibilidade das propriedades com respeito aos paraˆmetros do modelo
e´ caracter´ıstica do algoritmo de identificac¸a˜o utilizado;
 As taxas de variac¸a˜o determinadas para as propriedades G(ω) e η(ω) com respeito aos
paraˆmetros do modelo constitutivo, permitem confirmar que e´ τ o paraˆmetro de maior
influeˆncia nas propriedades do material viscoela´stico, seguindo-se α, G0 e G∞. Com os
dois algoritmos de identificac¸a˜o bieta´picos estabelecidos, e´ poss´ıvel obter uma evoluc¸a˜o
dos paraˆmetros do modelo constitutivo ao longo do processo iterativo muito semelhante,
conseguindo-se a convergeˆncia simultaˆnea dos quatro paraˆmetros que, como referido no
cap´ıtulo 4, conduz a resultados bastante satisfato´rios na identificac¸a˜o dos paraˆmetros do
modelo constitutivo;
 O algoritmo utilizado no processo de identificac¸a˜o aparenta influenciar mais o valor das
taxas de variac¸a˜o das propriedades com respeito aos paraˆmetros do modelo ao longo do
processo iterativo, do que os valores determinados para as sensibilidades, pois no u´ltimo
caso, a diferenc¸a dos valores obtidos com cada algoritmo para as sensibilidades na˜o e´ ta˜o
significativa como para as taxas de variac¸a˜o;
 Com base na ana´lise desenvolvida sobre a variac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo,
foi poss´ıvel concluir que o mo´dulo de ganho, G(ω), e o factor de perda, η(ω), sa˜o mais
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sens´ıveis a variac¸o˜es dos paraˆmetros τ e α. Pore´m, o factor de perda η(ω) aparenta ser
mais sens´ıvel a variac¸o˜es de G0 e G∞ do que o G(ω);
 Os resultados decorrentes da ana´lise de sensibilidades e da taxa de variac¸a˜o do mo´dulo
de ganho e do factor de perda ao longo do processo de identificac¸a˜o, em particular a in-
flueˆncia relativa dos paraˆmetros, justificam e sustentam o bom desempenho dos algoritmos





Neste cap´ıtulo, foi desenvolvida uma ana´lise que permitisse validar a consisteˆncia dos resul-
tados obtidos com os dois algoritmos propostos, em especial, garantir que o efeito da frequeˆncia
e´ devidamente representado na caracterizac¸a˜o do mo´dulo complexo. Assim, procedeu-se a` de-
terminac¸a˜o das propriedades do material viscoela´stico considerando diferentes ressonaˆncias,
aumentando a banda de frequeˆncias na qual e´ analisado o material.
Foi ainda desenvolvido um processo de identificac¸a˜o das propriedades baseado na com-
parac¸a˜o simultaˆnea de func¸o˜es transmissibilidade experimentais e nume´ricas, determinadas em
diferentes secc¸o˜es do provete.
6.2 Identificac¸a˜o multiressonaˆncia
Para os dois algoritmos de identificac¸a˜o propostos, foram determinados os paraˆmetros do
modelo constitutivo para cada um dos provetes, com base numa identificac¸a˜o multiressonaˆncia,
considerando a primeira ressonaˆncia, segunda ressonaˆncia e as duas primeiras ressonaˆncias. As
frequeˆncias de controlo sa˜o definidas por todas as frequeˆncias situadas entre o ma´ximo (ωA) e
mı´nimo (ωB) da parte real da func¸a˜o transmissibilidade, na vizinhanc¸a da respectiva ressonaˆncia
em ana´lise.
Algoritmo α τ - G0 G∞
Para o presente algoritmo, os paraˆmetros do modelo identificados para cada um dos provetes
em estudo sa˜o apresentados na tabela 6.1 para cada uma das ressonaˆncias, e na tabela 6.2
considerando as duas primeiras ressonaˆncias.
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Tabela 6.1: Paraˆmetros do modelo na primeira e segunda ressonaˆncia com o algoritmo α τ -
G0 G∞
Provete ωA/Hz ωB/Hz G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180
R1 42 53 9.990× 104 1.000× 108 0.692 4.686× 10−6
R2 264 199 9.728× 104 1.001× 108 0.628 1.527× 10−6
P220
R1 29.25 35.25 9.993× 104 1.000× 108 0.695 5.299× 10−6
R2 199.75 141.5 9.626× 104 1.001× 108 0.615 1.651× 10−6
P300
R1 15.75 18.5 1.000× 105 1.000× 108 0.627 1.658× 10−6
R2 112.75 88 9.964× 104 1.000× 108 0.618 1.745× 10−6
Tabela 6.2: Paraˆmetros do modelo considerando as duas primeiras ressonaˆncias com o algoritmo
α τ - G0 G∞
Provete G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180 7.218× 104 1.004× 108 0.621 1.480× 10−6
P220 7.032× 104 1.013× 108 0.614 1.645× 10−6
P300 9.680× 104 1.002× 108 0.627 1.866× 10−6
As representac¸o˜es de G(ω) e η(ω), obtidos por identificac¸a˜o na vizinhanc¸a da primeira res-
sonaˆncia (R1), segunda ressonaˆncia (R2) e considerando as duas ressonaˆncias (R1/R2), sa˜o
ilustradas nas figuras 6.1, 6.2 e 6.3 para os diversos provetes. Apresenta-se, tambe´m, a repre-
sentac¸a˜o das propriedades recorrendo ao nomograma do material [6].
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R1 R2 R1/R2 3M ISD112
Figura 6.1: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P180 com o algortimo α τ -
G0 G∞ - identificac¸a˜o multiressonaˆncia
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Figura 6.2: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P220 com o algoritmo α τ -
G0 G∞ - identificac¸a˜o multiressonaˆncia














R1 R2 R1/R2 3M ISD112











R1 R2 R1/R2 3M ISD112
Figura 6.3: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P300 com o algoritmo α τ -
G0 G∞ - identificac¸a˜o multiressonaˆncia
Algoritmo G∞ α τ - G0
Do mesmo modo, foram determinados os paraˆmetros do modelo dos diferentes provetes com
o algoritmo G∞ α τ - G0, e os resultados sa˜o apresentados nas tabelas 6.3 e 6.4.
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Tabela 6.3: Paraˆmetros do modelo na primeira e segunda ressonaˆncia com o algoritmo G∞ α
τ - G0
Provete ωA/Hz ωB/Hz G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180
R1 42 53 9.983× 104 6.576× 107 0.695 8.850× 10−6
R2 264 199 9.897× 104 2.716× 107 0.659 1.560× 10−5
P220
R1 29.25 35.25 1.000× 105 6.807× 107 0.697 9.440× 10−6
R2 199.75 141.5 9.859× 104 2.173× 107 0.655 2.690× 10−5
P300
R1 15.75 18.5 1.000× 105 5.847× 107 0.629 3.993× 10−6
R2 112.75 88 9.946× 104 5.017× 107 0.626 5.806× 10−6
Tabela 6.4: Paraˆmetros do modelo considerando as duas primeiras ressonaˆncias com o algoritmo
G∞ α τ - G0
Provete G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180 7.440× 104 1.153× 108 0.621 1.160× 10−6
P220 9.243× 104 3.942× 107 0.630 8.710× 10−6
P300 1.054× 105 1.393× 107 0.668 5.927× 10−5
A caracterizac¸a˜o das propriedades do material viscoela´stico e´ apresentada nas figuras 6.4,
6.5 e 6.6 para cada provete.
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Figura 6.4: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P180 com o algoritmo G∞ α
τ - G0 - identificac¸a˜o multiressonaˆncia
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Figura 6.5: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P220 com o algoritmo G∞ α
τ - G0 - identificac¸a˜o multiressonaˆncia
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Figura 6.6: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P300 com o algoritmo G∞ α
τ - G0 - identificac¸a˜o multiressonaˆncia
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6.3 Identificac¸a˜o multifunc¸a˜o
De seguida, procedeu-se a` caracterizac¸a˜o das propriedades do material atrave´s da com-
parac¸a˜o da func¸a˜o transmissibilidade, medida em diferentes pontos da viga, e a nume´rica. Os
paraˆmetros do modelo foram determinados recorrendo aos dois algoritmos de identificac¸a˜o de-
senvolvidos com base numa func¸a˜o de minimizac¸a˜o definida por um desvio global, dado pela
soma de cada um dos desvios entre a transmissibilidade experimental e nume´rica para cada um
dos no´s considerados. O esquema representativo do processo de identificac¸a˜o inversa mutifunc¸a˜o
e´ ilustrado na figura 6.7.
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Figura 6.7: Fluxograma do processo de identificac¸a˜o inversa multifunc¸a˜o
6.3.1 Identificac¸a˜o com duas func¸o˜es transmissibilidade
Baseado no processo de identificac¸a˜o proposto, foi desenvolvido um me´todo de identificac¸a˜o
para a caracterizac¸a˜o do mo´dulo complexo com comparac¸a˜o das func¸o˜es transmissibilidade
experimentais e nume´ricas considerando dois no´s de medic¸a˜o, o no´ situado na extremidade livre
e o no´ situado a meio da secc¸a˜o do provete. A identificac¸a˜o dos no´s de medic¸a˜o e´ apresentada
na tabela 6.5.
Refira-se que, o estudo apresentado com a identificac¸a˜o de duas func¸o˜es transmissibilidade
foi desenvolvido considerando apenas a primeira ressonaˆncia de cada provete.
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Tabela 6.5: Identificac¸a˜o dos no´s de medic¸a˜o
No´ de medic¸a˜o




As func¸o˜es transmissibilidade foram medidas para os treˆs provetes e conforme o procedi-
mento experimental descrito na secc¸a˜o 3.9 a uma temperatura ambiente de ≈ 20ºC, e sa˜o
ilustradas nas figuras 6.8, 6.9 e 6.10.
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Figura 6.8: Transmissibilidades experimentais do provete P180 - T≈ 20ºC
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Figura 6.9: Transmissibilidades experimentais do provete P220 - T≈ 20ºC
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Figura 6.10: Transmissibilidades experimentais do provete P300 - T≈ 20ºC
Algoritmo α τ - G0 G∞
Os resultados obtidos para os paraˆmetros do modelo constitutivo recorrendo ao algoritmo
α τ - G0 G∞ sa˜o apresentados nas tabela 6.6.
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Tabela 6.6: Paraˆmetros do modelo com o algoritmo α τ - G0 G∞ - identificac¸a˜o com duas
func¸o˜es transmissibilidade
Provete G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180 1.000× 105 9.999× 107 0.673 6.071× 10−6
P220 1.000× 105 6.464× 107 0.592 5.441× 10−6
P300 9.999× 104 1.000× 108 0.621 1.570× 10−6
Foram obtidas as propriedades G(ω) e η(ω) considerando apenas o no´ de medic¸a˜o situado na
extremidade livre de cada provete, o no´ de medic¸a˜o situado a meio da secc¸a˜o e considerando os
dois no´s, na vizinhanc¸a da primeira ressonaˆncia. Apresentam-se, tambe´m, os resultados obtidos
para as propriedades recorrendo ao nomograma do material [6] e a resultados experimentais [2],
ilustradas nas figuras 6.11, 6.12, 6.13 e 6.14.
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Figura 6.11: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P180 com o algoritmo α τ
- G0 G∞ - identificac¸a˜o com duas func¸o˜es transmissibilidade
88 CAPI´TULO 6. IDENTIFICAC¸A˜O MULTIRESSONAˆNCIA E MULTIFUNC¸A˜O















23 45 23/45 ISD112 Exp












23 45 23/45 ISD112 Exp
Figura 6.12: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P220 com o algoritmo α τ
- G0 G∞ - identificac¸a˜o com duas func¸o˜es transmissibilidade
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Figura 6.13: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P300 com o algoritmo α τ
- G0 G∞ - identificac¸a˜o com duas func¸o˜es transmissibilidade
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Figura 6.14: Propriedades do material viscoela´stico para os diferentes provetes com o algoritmo
α τ - G0 G∞ - identificac¸a˜o com duas func¸o˜es transmissibilidade - T≈ 20ºC
A partir das func¸o˜es transmissibilidade experimentais medidas a 20ºC, foram determinados
os erros na estimativa das propriedades considerando os dois no´s de medic¸a˜o, relativamente aos
resultados obtidos com o nomograma do material [6] e com resultados experimentais [2]. Os
resultados sa˜o apresentados na tabela 6.7 e as respectivas representac¸o˜es nas figuras 6.19, 6.20
e 6.21.
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Tabela 6.7: Erro na estimativa de G(ω) e η(ω) com o algoritmo α τ - G0 G∞ - T≈ 20ºC
ISD112 Experimental
Provete Erro G (%) Erro η (%) Erro G (%) Erro η (%)
ω=100Hz
P180 14.47 33.89 47.69 16.32
P220 17.56 40.76 49.58 25.01
P300 10.64 24.99 45.35 5.05
ω=200Hz
P180 23.40 37.92 50.18 17.29
P220 28.17 43.95 53.29 25.32
P300 17.48 30.02 46.33 6.76
ω=300Hz
P180 29.45 39.36 52.14 17.78
P220 35.01 44.87 55.92 25.26
P300 22.51 32.05 47.44 7.87
ω=400Hz
P180 34.99 40.05 49.85 18.11
P220 40.92 45.17 54.42 25.09
P300 27.56 33.18 44.12 8.72
Algoritmo G∞ α τ - G0
Para o algoritmo G∞ α τ - G0, os paraˆmetros do modelo constitutivo identificados sa˜o
apresentados na tabela 6.8.
Tabela 6.8: Paraˆmetros do modelo com o algoritmo G∞ α τ - G0 - identificac¸a˜o com duas
func¸o˜es transmissibilidade
Provete G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180 1.000× 105 7.173× 107 0.676 1.028× 10−5
P220 1.000× 105 9.033× 107 0.704 1.073× 10−5
P300 1.000× 105 6.754× 107 0.637 6.720× 10−6
Nas figuras 6.15 - 6.18 sa˜o ilustradas as propriedades do material, determinadas ao longo de
toda a banda de frequeˆncias em ana´lise. Na tabela 6.9 sa˜o apresentados os erros na estimativa
das propriedades em relac¸a˜o aos valores de refereˆncia.
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Figura 6.15: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P180 com o algoritmo G∞
α τ - G0 - - identificac¸a˜o com duas func¸o˜es transmissibilidade
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Figura 6.16: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P220 com o algoritmo G∞
α τ - G0 - identificac¸a˜o com duas func¸o˜es transmissibilidade
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Figura 6.17: Propriedades do material viscoela´stico para o provete P300 com o algoritmo G∞
α τ - G0 - identificac¸a˜o com duas func¸o˜es transmissibilidade
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Figura 6.18: Propriedades do material viscoela´stico para os va´rios provetes com o algoritmo
G∞ α τ - G0 - identificac¸a˜o com duas func¸o˜es transmissibilidade - T≈ 20ºC
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Tabela 6.9: Erro na estimativa de G(ω) e η(ω) com o algoritmo G∞ α τ - G0 - T≈ 20ºC
ISD112 Experimental
Provete Erro G (%) Erro η (%) Erro G (%) Erro η (%)
ω=100Hz
P180 14.90 33.47 47.96 15.78
P220 17.76 40.57 49.70 24.77
P300 11.26 24.14 45.73 3.97
ω=200Hz
P180 24.29 36.88 50.77 15.9
P220 28.52 43.57 53.51 24.82
P300 18.40 28.56 46.94 4.82
ω=300Hz
P180 30.59 37.83 52.92 15.71
P220 35.43 44.34 56.20 24.53
P300 23.60 30.11 48.17 5.25
ω=400Hz
P180 36.26 38.10 50.83 15.44
P220 41.37 44.50 54.77 24.18
P300 28.73 30.84 45.02 5.53
A representac¸a˜o dos erros na estimativa das propriedades em func¸a˜o da frequeˆncia para os
diversos provetes, obtidos com os dois algoritmos propostos, sa˜o apresentados nas figuras 6.19,
6.20 e 6.21.
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Figura 6.19: Erro na estimativa de G(ω) e η(ω) para o provete P180 em func¸a˜o da frequeˆncia
- T≈ 20ºC
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Figura 6.20: Erro na estimativa de G(ω) e η(ω) para o provete P220 em func¸a˜o da frequeˆncia
- T≈ 20ºC
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Figura 6.21: Erro na estimativa de G(ω) e η(ω) para para o provete P300 em func¸a˜o da
frequeˆncia - T≈ 20ºC
6.3.2 Identificac¸a˜o com seis func¸o˜es transmissibilidade
Foi ainda realizado um estudo comparativo de func¸o˜es transmissibilidade medidas em va´rias
secc¸o˜es do provete P220 e geradas numericamente, para os dois algoritmos de identificac¸a˜o
estabelecidos.
Para os dois algoritmos, procedeu-se a uma caracterizac¸a˜o das propriedades do material
viscoela´stico considerando diferentes conjuntos de func¸o˜es transmissibilidade experimentais,
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comparadas com a respectiva func¸a˜o transmissibilidade nume´rica, para a identificac¸a˜o dos
paraˆmetros do modelo constitutivo, considerando diferentes bandas de ressonaˆncia.
A localizac¸a˜o de cada no´ de medic¸a˜o e´ apresentada na tabela 6.10, e na figura 6.22 sa˜o
ilustradas as diversas func¸o˜es transmissibilidade experimental medidas nas va´rias secc¸o˜es do
provete.
Tabela 6.10: Localizac¸a˜o dos no´s de medic¸a˜o
No´ 5 No´ 13 No´ 21 No´ 29 No´ 37 No´ 45
Distaˆncia
20 60 100 140 180 220
ao encastramento /mm
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Figura 6.22: Transmissibilidade experimental medida em diferentes secc¸o˜es do provete - T≈
20ºC
As func¸o˜es transmissibilidade medidas encontram-se dentro do esperado. No entanto, para
o no´ 37 verifica-se uma grande perturbac¸a˜o (ru´ıdo experimental) na banda de frequeˆncias mais
elevadas da banda de medic¸a˜o.
Algoritmo α τ - G0 G∞
Na figura 6.23 e´ ilustrado o indicador local LAC obtido para cada no´ de medic¸a˜o, quando
feita uma comparac¸a˜o das func¸o˜es transmissibilidade considerando os seis no´s de medic¸a˜o, na
vizinhanc¸a da primeira ressonaˆncia, segunda ressonaˆncia e considerando as duas primeiras res-
sonaˆncias. A representac¸a˜o das propriedades do material viscoela´stico, para diferentes conjuntos
de no´s de medic¸a˜o considerados nas diferentes ressonaˆncias, sa˜o ilustradas nas figuras 6.24, 6.25
e 6.26 para o algoritmo α τ - G0 G∞.
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Figura 6.23: Indicador local LAC - algoritmo α τ - G0 G∞
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Figura 6.24: Propriedades do material viscoela´stico com o algoritmo α τ - G0 G∞ - identificac¸a˜o
com seis func¸o˜es transmissibilidade na vizinhanc¸a da primeira ressonaˆncia


































Figura 6.25: Propriedades do material viscoela´stico com o algoritmo α τ - G0 G∞ - identificac¸a˜o
com seis func¸o˜es transmissibilidade na vizinhanc¸a da segunda ressonaˆncia
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Figura 6.26: Propriedades do material viscoela´stico com o algoritmo α τ - G0 G∞ - identificac¸a˜o
com seis func¸o˜es transmissibilidade considerando as duas primeiras ressonaˆncias
Os paraˆmetros do modelo constitutivo foram determinados, com base na comparac¸a˜o si-
multaˆnea das func¸o˜es transmissibilidade dos seis no´s de medic¸a˜o, para cada ressonaˆncia consi-
derada, e sa˜o apresentados na tabela 6.11.
Tabela 6.11: Paraˆmetros do modelo com o algoritmo α τ - G0 G∞ - identificac¸a˜o com seis
func¸o˜es transmissibilidade
G0/Pa G∞/Pa α τ/s
R1 1.000× 105 1.000× 108 0.696 8.730× 10−6
R2 9.419× 104 1.001× 108 0.631 4.070× 10−6
R1/R2 5.961× 104 1.006× 108 0.633 4.170× 10−6
Algoritmo G∞ α τ - G0
Procedeu-se a uma ana´lise ideˆntica a` do algoritmo anterior para o algoritmo G∞ α τ - G0.
Os diferentes indicadores locais LAC obtidos sa˜o apresentados na figura 6.27, e as propriedades
do material sa˜o ilustradas nas figuras 6.28, 6.29 e 6.30.
6.3. IDENTIFICAC¸A˜O MULTIFUNC¸A˜O 99



















































Figura 6.27: Indicador local LAC - algoritmo G∞ α τ - G0
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Figura 6.28: Propriedades do material viscoela´stico com o algoritmo G∞ α τ - G0 - identificac¸a˜o
com seis func¸o˜es transmissibilidade na vizinhanc¸a da primeira ressonaˆncia



































Figura 6.29: Propriedades do material viscoela´stico com o algoritmo G∞ α τ - G0 - identificac¸a˜o
com seis func¸o˜es transmissibilidade na vizinhanc¸a da segunda ressonaˆncia
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Figura 6.30: Propriedades do material viscoela´stico com o algoritmo G∞ α τ - G0 - identificac¸a˜o
com seis func¸o˜es transmissibilidade considerando as duas primeiras ressonaˆncias
Os paraˆmetros do modelo constitutivo identificados a partir da comparac¸a˜o das func¸o˜es
transmissibilidade dos seis no´s de medic¸a˜o, para cada ressonaˆncia, sa˜o apresentados na ta-
bela 6.12.
Tabela 6.12: Paraˆmetros do modelo com o algoritmo G∞ α τ - G0 - identificac¸a˜o com seis
func¸o˜es transmissibilidade
G0/Pa G∞/Pa α τ/s
R1 1.000× 105 9.130× 107 0.696 1.002× 10−5
R2 1.039× 105 2.575× 107 0.688 4.909× 10−5
R1/R2 8.189× 104 1.003× 108 0.632 4.110× 10−6
6.4 Ana´lise dos resultados
Os resultados obtidos na caracterizac¸a˜o das propriedades do material viscoela´stico, para os
dois me´todos de identificac¸a˜o propostos, sa˜o extremamente satisfato´rios. A representac¸a˜o do
mo´dulo de ganho, G(ω), e factor de perda, η(ω), na˜o apresenta variac¸o˜es significativas com o
nu´mero de func¸o˜es transmissibilidade consideradas em que, para os diferentes casos analisados,
ha´ uma quase total sobreposic¸a˜o das diferentes curvas obtidas.
Apenas a representac¸a˜o do factor de perda na vizinhanc¸a da segunda ressonaˆncia e consi-
derando as duas primeiras ressonaˆncias (figuras 6.29 e 6.30), para o algoritmo de identificac¸a˜o
G∞ α τ - G0, apresenta uma ligeira variac¸a˜o nas bandas de frequeˆncias mais baixas.
A comparac¸a˜o dos resultados obtidos com os fornecidos pelo nomograma do material [6]
e recorrendo a resultados experimentais [2], realizada com base na determinac¸a˜o do erro na
estimativa das propriedades, fornecidos nas tabelas 6.7 e 6.9 para os respectivos algoritmos,
permite constatar que os resultados para o mo´dulo de ganho G(ω), encontram-se mais pro´ximos
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dos obtidos com nomograma para os treˆs provetes. Pore´m, para o factor de perda η(ω), o
mesmo na˜o se verifica, estando a sua representac¸a˜o mais pro´xima da obtida com os resultados
experimentais. Contudo, para todas as frequeˆncias analisadas, o erro obtido e´ sempre inferior
para o provete P300, seguindo-se P180 e P220, revelando que as propriedades do material
podem ser determinadas mais correctamente com base no provete P300.
Comparando estes resultados com os fornecidos na tabela 4.10, na qual as propriedades foram
determinadas com base em func¸o˜es transmissibilidade medidas a 24ºC, e´ poss´ıvel constatar que
o erro na estimativa das propriedades a 24ºC e´ inferior ao obtido a 20ºC.
6.5 Concluso˜es
 A considerac¸a˜o apenas da primeira ressonaˆncia com os algoritmos propostos, apresenta
resultados muito semelhantes aos obtidos na vizinhanc¸a da segunda ressonaˆncia e consi-
derando as duas primeiras ressonaˆncias, podendo-se dizer que a selecc¸a˜o das frequeˆncias
de controlo situadas na vizinhanc¸a da primeira ressonaˆncia e´ suficiente para a correcta
caracterizac¸a˜o das propriedades de materiais viscoela´sticos na banda de medic¸a˜o das TRs;
 A caracterizac¸a˜o do mo´dulo complexo com base numa identificac¸a˜o inversa multifunc¸a˜o
na˜o apresenta grandes variac¸o˜es com o nu´mero de func¸o˜es transmissibilidade consideradas.
Face a estes resultados, e´ poss´ıvel concluir que a representac¸a˜o do mo´dulo complexo com
base apenas na comparac¸a˜o das func¸o˜es transmissibilidade experimental e nume´rica do
no´ situado na extremidade livre, e´ um me´todo bastante eficiente na caracterizac¸a˜o das
propriedades de materiais viscoela´sticos;
 A comparac¸a˜o dos resultados obtidos com os dois algoritmos com os resultados obtidos
atrave´s do nomograma do material e de resultados experimentais, revelaram que a repre-
sentac¸a˜o do mo´dulo de ganho, G(ω), aproxima-se mais do nomograma do material, e a
representac¸a˜o do factor de perda η(ω) aos resultados experimentais;
 O provete P300 apresenta erros inferiores na estimativa das propriedades relativamente
aos restantes provetes para as frequeˆncias consideradas;
 A determinac¸a˜o das propriedades com base na comparac¸a˜o de func¸o˜es transmissibilidade
a 24ºC conduziram a resultados mais adequados na caracterizac¸a˜o das propriedades do
material, conseguindo-se determinar o mo´dulo de ganho e factor de perda com menor erro




De acordo com os objectivos estabelecidos, as propriedades de materiais viscoela´sticos foram
investigadas, recorrendo a diferentes metodologias, com vista a uma melhor compreensa˜o do
comportamento dinaˆmico de estruturas com tratamentos viscoela´sticos recorrendo, para tal, a`
caracterizac¸a˜o do mo´dulo complexo destes materiais.
Assim, a partir da modelac¸a˜o espacial com base no me´todo de elementos finitos, foi desen-
volvido um processo de identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo representativo da
estrutura em ana´lise. A partir da sua simulac¸a˜o nume´rica e ana´lise experimental, foi poss´ıvel
representar as propriedades destes materiais tendo em conta os diversos factores que as influ-
enciam.
Do desenvolvimento do trabalho proposto, foram retiradas as seguintes concluso˜es:
Processo de identificac¸a˜o
 O me´todo inverso proposto de identificac¸a˜o das propriedades de materiais viscoela´sticos
desenvolvido numa fase inicial, apresenta grande sensibilidade a` selecc¸a˜o das frequeˆncias
de controlo, com resultados fisicamente inconsistentes na identificac¸a˜o dos paraˆmetros
do modelo constitutivo e invalidando, assim, a caracterizac¸a˜o do mo´dulo complexo para
certas bandas de frequeˆncias. Pore´m, os resultados obtidos para os paraˆmetros do modelo
na˜o aparentam influenciar de modo signifcativo a func¸a˜o transmissibilidade nume´rica nem
a sua correlac¸a˜o com a experimental, dada pelo indicador local LAC;
 Os fracos resultados para determinadas bandas de frequeˆncias podera˜o derivar de func¸o˜es
transmissibilidade perturbadas por ru´ıdo experimental.
 A definic¸a˜o de algoritmos de identificac¸a˜o bieta´picos requer uma escolha adequada dos
paraˆmetros a optimizar em cada etapa. Dos diversos algoritmos desenvolvidos, apenas os
algoritmos α τ - G0 G∞ e G∞ α τ - G0 apresentaram resultados satisfato´rios;
 Os dois algoritmos estabelecidos conduziram a uma melhoria significativa do processo de
identificac¸a˜o, permitindo uma maior flexibilidade na selecc¸a˜o das frequeˆncias de controlo;
 Os algoritmos revelaram ser insens´ıveis a` estimativa inicial dos paraˆmetros do modelo,
tornando-os num me´todo robusto e eficiente de identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo
constitutivo de materiais viscoela´sticos;
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Ana´lise de sensibilidades
 A ana´lise de sensibilidades desenvolvida com base na definic¸a˜o de sensibilidades, revelou
que o mo´dulo complexo, representado pelo modelo de derivadas fracciona´rias de quatro
paraˆmetros, apresenta maior sensibilidade ao paraˆmetro τ , seguindo-se α, G0 e G∞;
 A sensibilidade das propriedades com respeito aos paraˆmetros do modelo constitutivo e´
caracter´ıstica do algoritmo de identificac¸a˜o utilizado, uma vez que os paraˆmetros deter-
minados em cada fase do processo iterativo sa˜o tambe´m diferentes consoante o algoritmo
de identificac¸a˜o utilizado;
 Apesar das propriedades do material viscoela´stico, mo´dulo de ganho G(ω) e factor de
perda η(ω), apresentarem ambas maior sensibilidade aos paraˆmetros τ e α, verificou-se
que η(ω) e´ mais sens´ıvel a variac¸o˜es dos paraˆmetros G0 e G∞ do que o G(ω).
Identificac¸a˜o inversa multiressonaˆncia e multifunc¸a˜o
 Os resultados obtidos na identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo constitutivo e na carac-
terizac¸a˜o das propriedades do material viscoela´stico, a partir de uma identificac¸a˜o inversa
multiressonaˆncia e multifunc¸a˜o, foram bastante satisfato´rios;
 Com os dois algoritmos propostos, e´ poss´ıvel garantir a correcta caracterizac¸a˜o das pro-
priedades de materiais viscoela´sticos ao longo de toda a banda de frequeˆncias em ana´lise
com base, apenas, na comparac¸a˜o entre as func¸o˜es transmissibilidade medidas e geradas
na extremidade livre do provete, na vizinhanc¸a de uma ressonaˆncia. Assim, e´ poss´ıvel ga-
rantir um processo de identificac¸a˜o bastante eficaz, devido ao reduzido nu´mero de ensaios
experimentais necessa´rios, bem como a` reduc¸a˜o do esforc¸o computacional conseguido com
a selecc¸a˜o de um menor nu´mero de frequeˆncias de controlo.
 A ana´lise baseada na identificac¸a˜o multifunc¸a˜o permitiu validar que, apesar da con-
sisteˆncia dos resultados obtidos com o algoritmo α τ - G0 G∞, o algoritmo G∞ α τ - G0
permite uma caracterizac¸a˜o das propriedades mais pro´xima do real sendo, por isso, o mais
adequado para descrever convenientemente o comportamento de materiais viscoela´sticos.
 A comparac¸a˜o de diferentes resultados obtidos a diferentes temperaturas e frequeˆncias,
permitiu constatar que o provete P300 permite uma caracterizac¸a˜o mais adequada do
mo´dulo complexo do material, conduzindo a uma melhor estimativa das propriedades.
7.2 Sugesta˜o de trabalhos futuros
No decorrer do desenvolvimento desta dissertac¸a˜o, foram surgindo diversas ideias no sentido
de complementar e melhorar o trabalho proposto.
Em relac¸a˜o ao me´todo inverso proposto, a escolha de um algoritmo de minimizac¸a˜o que
permita a introduc¸a˜o de condic¸o˜es de restricc¸a˜o para que os paraˆmetros do modelo constitutivo
na˜o tomem valores negativos, podera´ reduzir, ou mesmo eliminar, o nu´mero de casos para os
quais sa˜o obtidos resultados inva´lidos.
A escolha de outra func¸a˜o de minimizac¸a˜o dispon´ıvel pelo Matlab® que implemente um
algoritmo de minimizac¸a˜o diferente podera´, tambe´m, conduzir a uma melhoria dos resultados.
Um controlo mais rigoroso na realizac¸a˜o dos ensaios experimentais que permita gerar func¸o˜es
transmissibilidade menos perturbadas por ru´ıdo experimental, bem como a utilizac¸a˜o de uma
caˆmara ambiental para um melhor controlo da temperatura durante os ensaios.
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A utilizac¸a˜o de novos provetes na realizac¸a˜o dos ensaios experimentais podera´ eliminar
algumas inconsisteˆncias encontradas, nomeadamente, a perturbac¸a˜o verificada na func¸a˜o trans-
missibilidade experimental do provete P300 cuja origem e´ desconhecida.
A caracterizac¸a˜o das propriedades do material viscoela´stico com base na ana´lise de func¸o˜es
transmissibilidade medidas para uma maior gama de temperaturas permitira´ avaliar mais de-
talhadamente a dependeˆncia das propriedades face a` temperatura, permitindo justificar alguns
dos dos resultados obtidos.





Formulac¸a˜o do elemento finito
layerwise
A.1 Introduc¸a˜o
A representac¸a˜o de tratamentos viscoela´sticos, aplicados numa configurac¸a˜o integrada do
tipo sandwich ou numa configurac¸a˜o de tratamento superficial com restricc¸a˜o, recorrendo a
modelos de elementos finitos baseados em teorias layerwise, permite a simulac¸a˜o do compor-
tamento dinaˆmico da estrutura tratada que depende da correcta representac¸a˜o da deformac¸a˜o
de corte da camada viscoela´stica dissipativa e da energia de dissipac¸a˜o associada.
A formulac¸a˜o do elemento finito com base na teoria layerwise sera´ definida considerando
os seguintes pressupostos,
 As teorias linear ela´stica e viscoela´stica sa˜o consideradas;
 A translac¸a˜o e rotac¸a˜o de ine´rcia de todas as camadas sa˜o consideradas;
 O material de cada camada e´ considerado homoge´neo e isotro´pico.
Para tal, sera´ definido o campo de deslocamentos do elemento que, a partir da teoria da
deformac¸a˜o por camadas que constitui a base do modelo layerwise desenvolvido, associa um
campo independente de rotac¸o˜es a cada uma das camadas individuais, sendo os campos de
tensa˜o e deformac¸a˜o obtidos a partir do mesmo.
As expresso˜es para a energia poteˆncia e energia cine´tica sera˜o estabelecidas, bem como a
equac¸a˜o de movimento do elemento. As matrizes de massa e rigidez de cada uma das camadas
sera˜o obtidas a partir da teoria de Timoshenko.
A.2 Teoria de Timoshenko
Considera-se uma viga de comprimento l, de largura B, espessura h e a´rea de secc¸a˜o A,
sobre a qual actua uma carga vertical.
Assim, a teoria de vigas de Timoshenko verifica as seguintes hipo´teses,
 Deformac¸a˜o em extensa˜o e em corte de todas as camadas sa˜o consideradas;
 A deformac¸a˜o ao longo da largura na˜o e´ considerada;
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 As secc¸o˜es rectas permanecem rectas, mas na˜o necessariamente normais ao plano longitu-
dinal apo´s deformac¸a˜o, devido a` existeˆncia da componente de tensa˜o de corte transversal.
O estado de deformac¸a˜o da viga e´ caracterizado por duas varia´veis,
 Deslocamento normal a` viga (w);
 Rotac¸a˜o da secc¸a˜o recta segundo a direcc¸a˜o y (βy)
Por convenc¸a˜o, assume-se que o vector da varia´vel normal (w) e´ paralelo ao eixo z permitindo
uma maior aproximac¸a˜o da deformac¸a˜o real da secc¸a˜o transversal em vigas.
















Figura A.1: Modelo cinema´tico da teoria de flexa˜o de vigas de Timoshenko [12]











, x ∈ l ⊂ R
}
(A.1)
sendo Ωk e hk a a´rea e a espessura de uma camada gene´rica k-th, respectivamente.





sendo ∂w∂x o declive da deformac¸a˜o do eixo da viga e β
y e´ a rotac¸a˜o adicional devido a` deformac¸a˜o
por corte.
Assim, o campo de deslocamentos da viga e´ expresso da seguinte forma,
u(x, z) = zβy
w(x, z) = w (A.3)
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onde εxx e´ a deformac¸a˜o normal e γxz e´ a deformac¸a˜o por corte transverso.
A.2.1 Relac¸a˜o deformac¸a˜o-tensa˜o
Sendo a viga considerada isotro´pica e homoge´nea, as duas tenso˜es na˜o nulas, σxx (compo-
nente de flexa˜o da viga) e τxz (componente de corte transverso), relacionam-se com as corres-
pondentes deformac¸o˜es,
σxx = Eεxx




onde E e ν representam o mo´dulo de Young e o coeficiente de Poisson, respectivamente, do
material isotro´pico e homogeˆneo.
A.3 Teoria de deformac¸a˜o por camadas - Modelo layerwise
Considerando uma viga laminada constitu´ıda por n camadas, figura A.2, e´ poss´ıvel associar
a cada camada gene´rica k uma rotac¸a˜o βyk particular para essa camada e independente das res-
tantes, permitindo descrever com maior rigor o comportamento de vigas laminadas constitu´ıdas
por camadas de materiais diferentes, como por exemplo, os tratamentos viscoela´sticos [20].
Esta hipo´tese permite aplicar a teoria de Timoshenko individualmente a cada camada,

























Figura A.2: Teoria de deformac¸a˜o por camada - Modelo layerwise [12]
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A.4 Campo de deslocamentos



























onde u0 e w0 sa˜o as translac¸o˜es referentes a` primeira camada (k = 1) e β
y
k e´ a rotac¸a˜o normal
ao eixo dos zz. A continuidade do deslocamento entre as camadas da viga sandwich e´ garantida
atrave´s de termos de acoplamento presentes na definic¸a˜o do campo de deslocamentos.
O campo de deslocamentos, {u}k, pode ser representado a partir da operac¸a˜o matricial,
{u}k = [N ]k{d} (A.7)
onde,
{d} = {u0, w0, βy1 , ..., βyk , ..., βyn}T (A.8)
representa o campo de deslocamentos generalizado e a matriz [N ]k, da forma, e´ definida como,
[N ]k =
[
1 0 h12 ... hj ...
hk
2 + zk ... 0
0 1 0 ... 0 ... 0 ... 0
]
(A.9)
permite definir o campo de deslocamentos da camada gene´rica k a partir do vector de desloca-
mentos generalizados da viga laminada.
A.5 Campo de deformac¸o˜es
O campo de deformac¸o˜es da camada k e´ obtido a partir do campo de deslocamentos, dado
pela equac¸a˜o (A.6), definido pelo vector de deformac¸o˜es {ε}k,
{ε}k = {εxx γxzk }T (A.10)












Assim, aplicando os operadores diferenciais definidos nas equac¸o˜es (A.11) e (A.12) ao campo













onde M , C, B e S representam as componentes de membrana, acoplamento, flexa˜o e corte
transverso, respectivamente, sendo,


































A continuidade do campo de deslocamentos entre as camadas e´ garantida pela componente
de acoplamento.
A.5.1 Matriz de deformac¸a˜o
A partir das equac¸o˜es (A.11) e (A.12), o vector de deformac¸o˜es {ε}k e´ obtido a partir
do campo de deslocamentos {u}k atrave´s da multiplicac¸a˜o deste pela matriz de operadores
diferenciais [L], na forma,
{ε}k = [L]{u}k (A.18)
onde,
[L] =






Segundo a equac¸a˜o (A.7), o campo de deslocamentos de uma camada gene´rica k e´ definido
atrave´s das componentes de um vector de deslocamentos generalizados {d}, definido na equac¸a˜o
(A.8), que representam os graus de liberdade da viga, sendo poss´ıvel relacionar o campo de
deformac¸o˜es directamente a partir do vector de deslocamentos generalizados, atrave´s da matriz
de deformac¸a˜o [B]k,
{ε} = [B]k{d} (A.20)
A matriz de deformac¸a˜o pode ser obtida pela multiplicac¸a˜o matricial da forma,
[B]k = [L][N ]k (A.21)
O vector de campo de deformac¸o˜es pode ser dividido em treˆs componentes, combinando as
componentes de membrana e de acoplamento, na forma,
{ε}k =
{ {ε}Mk + {ε}Ck ; {ε}Bk ; {γ}Sk }T . (A.22)
Assim, a matriz de deformac¸a˜o [B]k pode ser modificada, sendo definida por treˆs sub-
matrizes de deformac¸a˜o independentes,
[B]k =
 ∂∂x 0 h12 ∂∂x 0 hj ∂∂x 0 hk2 ∂∂x 00 0 0 0 0 0 zk ∂∂y 0
0 ∂∂x 0 0 0 0 1 0
[0]
 (A.23)
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onde a primeira sub-matriz, [B]MCk , e´ a matriz de deformac¸a˜o da componente membrana e
acoplamento, a segunda sub-matriz, [B]Bk , e´ a matriz de deformac¸a˜o de flexa˜o e a terceira sub-
matriz, [B]Sk , representa a matriz deformac¸a˜o de corte transverso. A varia´vel hj (j = 2, ..., k−1)
representa a espessura da camada j.
A.6 Campo de tenso˜es
O campo de tenso˜es a que uma camada gene´rica k da viga esta´ sujeita e´ determinado pelo
respectivo campo de deformac¸o˜es, sendo essa relac¸a˜o definida pela lei constitutiva do material.
Assim, e considerando uma camada gene´rica k, o campo de tenso˜es pode ser definido pelo
seguinte vector,
{σ}k = {σxxk τxyk }T
=
{ {σ}Mk + {σ}Ck ; {σ}Bk ; {σ}Sk }T (A.24)
A.6.1 Matriz elasticidade
O campo de tenso˜es das camadas das vigas sandwich e´ relacionado com o campo de de-
formac¸o˜es atrave´s da lei constitutiva do material, sendo descrito pelo operador matricial [D]k
como,
{σ}k = [D]k{ε}k (A.25)
Uma vez que o material assumido e´ considerado isotro´pico e com comportamento linearmente
ela´stico, a matriz de elasticidade e´ definida por:
[D]k =
 E 0 00 E 0
0 0 G
 (A.26)
Em ana´lise de frequeˆncia, a caracterizac¸a˜o do material viscoela´stico, cujas propriedades va-
riam com a frequeˆncia, pode ser representada pelo mo´dulo complexo. Por consequeˆncia, as
matrizes de rigidez do material viscoela´stico sa˜o actualizadas conforme o mo´dulo complexo,
para cada frequeˆncia. Contudo, a formulac¸a˜o do elemento finito do modelo espacial e´ total-
mente independente da relac¸a˜o viscoela´stica do modelo constitutivo, o qual pode ser introduzido
de modo alternativo recorrendo a outras metodologias, tais como, o me´todo ADF (Anelastic
Displacement Fields) e o Modelo das derivadas fraciona´rias.
A.7 Energia potencial de deformac¸a˜o
A energia potencial ela´stica da viga sandwich e´ obtido atrave´s dos integrais sobre a espessura
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substituindo a equac¸a˜o (A.20) na equac¸a˜o (A.27), e calculando explicitamente o integral em










onde a matriz [Dˆ]k e´ a matriz de elasticidade modificada, incluindo agora o resultado dos termos
de integrac¸a˜o anal´ıtica, sendo,
[Dˆ]k =
 hkE 0 00 h3k12E 0
0 0 hkG
 (A.29)










A.8 Campo de velocidades
O campo de velocidades de uma camada gene´rica k pode ser obtido a partir do respectivo



























Recorrendo a` matriz [N ], que relaciona o campo de deslocamentos com o vector de deslo-
camentos generalizados {d}, o campo de velocidades pode ser obtido atrave´s da multiplicac¸a˜o
matricial,
{u˙}k = [N ]k{d˙} (A.32)
onde {d˙} = {u˙0, w˙0, ...} representa a derivada no tempo do vector de deslocamentos generaliza-
dos {d}.
A.9 Energia cine´tica
A energia cine´tica de uma viga laminada e´ obtida atrave´s dos integrais ao longo da espessura











{u˙}Tk [J ]k{u˙}kdzkdx (A.33)
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sendo ρk a massa volu´mica da camada k.
Substituindo o campo de velocidades pela relac¸a˜o (A.32) a expressa˜o da energia cine´tica











{d˙}T[N ]Tk [J ]k[N ]k{d˙}dzkdx












sendo a matriz [J ]k definida por,
[J ]k = [N ]Tk [J ]k[N ]k (A.36)










sendo a matriz de ine´rcia modificada [Jˆ ]k, para k > 1, definida como,
[Jˆ ]k = ρkhk

1 0 h12 · · · hj · · · hk2
1 0 · · · 0 · · · 0
h21
4 · · · hj h12 · · · h12 hk2
. . . [0]








A.10 Trabalho virtual das forc¸as de superf´ıcie
Se nas faces das camadas da viga sandwich for aplicado uma carga transversal, {f}, o





onde l e´ o comprimento da viga, B e´ a largura da viga e {δd} e´ o deslocamento virtual.
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A.11 Formulac¸a˜o variacional







δWdt = 0 (A.40)
onde ΠC e ΠP sa˜o a energia cine´tica e a energia potencial do sistema, respetivamente, e δW e´
o trabalho virtual realizado pelas forc¸as externas.
Introduzindo as equac¸o˜es (A.28), (A.37) e (A.39) na equac¸a˜o (A.40) e realizando a integrac¸a˜o





















Como a equac¸a˜o (A.41) deve satisfazer um vector arbitra´rio {δd} dentro de um intervalo de
tempo, t1 a t2, que so´ pode ser verificado se os termos entre pareˆntesis desaparecerem ao longo

















{δd}T{f}dx = 0; ∀{δd}
A.12 Formulac¸a˜o do elemento finito
A formulac¸a˜o de elementos finitos mais utilizada opera directamente sobre o campo de
deslocamentos. Este e´ definido dentro do elemento finito atrave´s da interpolac¸a˜o, usando func¸o˜es
interpoladoras simples, dos valores das componentes do vector de deslocamentos generalizados
{de}, nos no´s do elemento. Assim, o problema e´ resolvido pela resoluc¸a˜o de um sistema de
equac¸o˜es, no qual as inco´gnitas sa˜o as componentes do campo de deslocamentos generalizados
presentes em cada um dos no´s do domı´nio em ana´lise.
A.12.1 Elemento finito de viga layerwise
O elemento finito proposto e´ um elemento isoparame´trico unidimensional com dois no´s,
ilustrado na figura A.3.








Figura A.3: Elemento isoparame´trico unidimensional - Sistema de coordenadas local e natural
[12]
A viga e´ representada num sistema de coordenadas global (X,Z) e as matrizes de rigidez e
de massa de cada elemento sa˜o calculadas em sistemas de coordenadas local (x, z).
Antes da montagem das matrizes elementares de massa e de rigidez, definidas num sistemas
de coordenadas locais (x, z), estas sa˜o transformadas num sistemas de coordenadas naturais
(ξ, η) na qual ξ e´ coincidente com a direc¸a˜o de x.










onde xi e zi representam as coordenadas cartesianas dos no´s do elemento e Ni(ξ, η) sa˜o as
func¸o˜es de interpolac¸a˜o geome´trica do elemento finito, designadas por func¸o˜es de forma.
Para ale´m da geometria do elemento e´ tambe´m necessa´ria a aplicac¸a˜o de uma interpolac¸a˜o a`s
varia´veis do problema. Assim, como cada no´ e´ descrito pelas suas coordenadas nodais (xi,zi) e
respectivo vector de graus de liberdade {dei} = {ui, wi, βy1i , ..., βyni}T, o vector de deslocamentos






As func¸o˜es de forma sa˜o normalmente func¸o˜es polinomiais simples, que devem satisfazer
as condic¸o˜es de continuidade dentro do elemento e permitir a correta aproximac¸a˜o da varia´vel
interpolada.








(1 + ξ) (A.46)
sendo N1 a func¸a˜o de forma correspondente ao no´ 1 e N2 a func¸a˜o de forma correspondente ao
no´ 2 de um elemento isoparame´trico.
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A.12.2 Forma fraca - Discretizac¸a˜o do elemento finito
A forma fraca global apresentada na equac¸a˜o (A.42) pode ser expressa pelo somato´rio dos
integrais das formas elementares, conduzindo a` definic¸a˜o das matrizes e vectores lineares. Adi-





















 = 0 (A.47)
onde as varia´veis generalizadas {de} (e as derivadas de segunda ordem) sa˜o restritas ao domı´nio
de integrac¸a˜o l.
Normalmente, a relac¸a˜o entre os graus de liberdade elementares e globais e´ estabelecida
atrave´s das matrizes de conectividade [Re] , expressas como:
{dei} = [Re]{di} (A.48)
onde {di} representa o vector global dos graus de liberdade.




















 = 0 (A.49)
permitindo definir a matriz de massa elementar [Me], a matriz de rigidez elementar [Ke] e o
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onde [B]k e´ a matriz de deformac¸a˜o de uma camada gene´rica k do elemento finito, sendo definida
como,
[B]k = [Bˆ]k[N ] (A.53)
Finalmente, as matrizes elementares de rigidez e de massa sa˜o obtidas atrave´s da soma de
matrizes individuais correspondentes para cada camada da viga sandwich e avaliadas usando
um procedimento de integrac¸a˜o nume´rica de 2D.
A.13 Equac¸o˜es de movimento
Obtidas as matrizes de rigidez e massa elementar e o vector de forc¸as elementar e substi-
tuindo na equac¸a˜o (A.49) obte´m-se,
{δdi}T[M ]{d¨i}+ {δdi}T[K]{di} − {δdi}T{fi} = 0; ∀{δdi} (A.54)
onde a matriz global de massa [M ], a matriz global de rigidez [K] e o vector global de forc¸a













Finalmente, as equac¸o˜es de movimento da viga sandwich sa˜o dadas por,
[M ]{d¨i}+ [K]{di} = {fi} (A.58)
De salientar que a utilizac¸a˜o do mo´dulo complexo para caracterizar o material viscoela´stico
das camadas conduz a` formac¸a˜o de uma matriz de rigidez que e´ tambe´m complexa, sendo esta
constitu´ıda por uma componente real, representativa da estrutura ela´stica da viga sandwich,
e por uma componente imagina´ria que representa as camadas viscoela´sticas que dependem da
temperatura e da frequeˆncia.
Apeˆndice B
Algoritmo G0 G∞ α τ -
Resultados
Identificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo na banda de frequeˆncias compreendida entre o
ma´ximo e mı´nimo da parte real da func¸a˜o da transmissibilidade, na vizinhanc¸a da primeira
ressonaˆncia, e comparac¸a˜o com resultados previamente obtidos [12], para os diversos provetes
analisados nos pontos de medic¸a˜o (1), (2) e (3) - tabelas B.1, B.2, B.3
Tabela B.1: Paraˆmetros do modelo constitutivo com o algoritmo G0 G∞ α τ para o provete
P180
G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180
(1)
1.010× 105 7.478× 107 0.696 7.365× 10−6
Ref.[12] 1.010× 105 7.480× 107 0.696 7.370× 10−6
(2)
1.039× 105 7.372× 107 0.690 7.342× 10−6
Ref.[12] 1.040× 105 7.370× 107 0.690 7.340× 10−6
(3)
1.118× 105 7.161× 107 0.677 6.738× 10−6
Ref.[12] 9.920× 104 6.820× 107 0.671 6.900× 10−6
Tabela B.2: Paraˆmetros do modelo constitutivo com o algoritmo G0 G∞ α τ para o provete
P220
G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P220
(1)
9.184× 104 7.426× 107 0.694 8.203× 10−6
Ref.[12] 9.180× 104 7.430× 107 0.694 8.200× 10−6
(2)
1.019× 105 7.469× 107 0.686 7.471× 10−6
Ref.[12] 1.020× 105 7.470× 107 0.686 7.470× 10−6
(3)
9.596× 104 5.828× 107 0.671 9.657× 10−6
Ref.[12] 9.600× 104 5.830× 107 0.671 9.680× 10−6
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Tabela B.3: Paraˆmetros do modelo constitutivo com o algoritmo G0 G∞ α τ para o provete
P300
G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P300
(1)
1.416× 105 5.507× 107 0.677 7.046× 10−6
Ref.[12] 1.420× 105 5.510× 107 0.677 7.050× 10−6
(2)
1.032× 105 3.760× 107 0.638 9.952× 10−6
Ref.[12] 1.030× 105 3.760× 107 0.638 9.950× 10−6
(3)
1.674× 105 4.559× 107 0.692 1.189× 10−5




Os paraˆmetros identificados para cada provete considerando como frequeˆncias de controlo o
ma´ximo e mı´nimo da parte real e ma´ximo absoluto da parte imagina´ria da func¸a˜o transmissibi-
lidade, sa˜o apresentados na tabela C.1 para os algoritmos de identificac¸a˜o α τ - G0 G∞ / G∞ α
τ - G0. Nas tabelas C.2 e C.3 sa˜o apresentados os resultados obtidos para o provete P220 com
a alterac¸a˜o simultaˆnea das estimativas dos paraˆmetros do modelo constitutivo do material.
Os resultados foram obtidos na vizinhanc¸a da primeira ressonaˆncia de cada provete.
Tabela C.1: Paraˆmetros constitutivos com modelo de optimizac¸a˜o α τ - G0 G∞ / G∞ α τ - G0
- treˆs frequeˆncias de controlo
Provete G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180 9.999× 104 1.000× 108 0.693 4.720× 10−6
α τ - G0 G∞ P220 1.000× 105 1.000× 108 0.697 5.490× 10−6
P300 1.000× 105 1.000× 108 0.623 1.576× 10−6
P180 1.000× 105 7.204× 107 0.695 7.760× 10−6
G∞ α τ - G0 P220 1.000× 105 7.635× 107 0.699 8.210× 10−6
P300 1.000× 105 3.830× 107 0.627 7.751× 10−6
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Tabela C.2: Paraˆmetros do modelo constitutivo para o provete P220 com alterac¸a˜o simultaˆnea
das estimativas dos paraˆmetros - algoritmo de identificac¸a˜o α τ - G0 G∞
Paraˆmetro G0/Pa G∞/Pa α τ/s
G0/inicial 9× 104



































Tabela C.3: Paraˆmetros do modelo constitutivo para o provete P220 com alterac¸a˜o simultaˆnea
das estimativas dos paraˆmetros - algoritmo de identificac¸a˜o G∞ α τ - G0
Paraˆmetro G0/Pa G∞/Pa α τ/s
G0/inicial 9× 104







































Na tabela D.1 sa˜o apresentados os paraˆmetros do modelo identificados considerando todas
as frequeˆncias da banda compreendida entre ωA e ωB na vizinhanc¸a da segunda ressonaˆncia
de cada provete. Os paraˆmetros identificados, considerando treˆs frequeˆncias de controlo na
vizinhanc¸a de cada ressonaˆncia, sa˜o apresentados nas tabelas D.2 e D.3.
Tabela D.1: Paraˆmetros do modelo constitutivo na vizinhanc¸a da segunda ressonaˆncia - algo-
ritmo G0 G∞ α τ
Provete ωA/Hz ωB/Hz n G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180 264 199 131 −2.388× 105 9.609× 106 0.671 1.008× 10−4
P220 199.75 141.5 234 −4.110× 105 1.704× 107 0.556 2.977× 10−5
P300 112.75 88 100 1.179× 105 3.353× 107 0.637 1.202× 10−5
Tabela D.2: Paraˆmetros do modelo constitutivo considerando treˆs frequeˆncias de controlo na
vizinhanc¸a da segunda ressonaˆncia - algoritmo G0 G∞ α τ
Provete ωR/Hz ωA/Hz ωB/Hz G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180 240 264 199 8.613× 104 3.663× 107 0.630 8.052× 10−6
P220 169.75 199.75 141.5 9.634× 104 3.629× 107 0.635 1.035× 10−5
P300 96.25 112.75 88 1.294× 105 5.021× 107 0.639 6.607× 10−6
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Tabela D.3: Paraˆmetros do modelo constitutivo considerando treˆs frequeˆncias de controlo em
cada ressonaˆncia (primeira e segunda ressonaˆncia) - algoritmo G0 G∞ α τ
Provete G0/Pa G∞/Pa α τ/s
P180 −2.787× 105 1.661× 107 0.554 3.461× 10−5
P220 −1.014× 105 2.679× 107 0.593 1.917× 10−5
P300 1.615× 105 6.251× 107 0.703 7.481× 10−6
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